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von Gustav Mie. 


Drittes Kapitel. ‚ala 19h 


Dielen der auf ein Massenteilchen ae Kraft, 


25. Zur Berechnung der Kraft benutzen wir die in I 
p. 525 hingeschriebene Weltmatrix (16. Wir wollen dabei 
über die in die Weltfunktion eintretenden Invarianten keinerlei 
einschränkende Voraussetzungen machen, sondern ganz all- 
gemein annehmen, daß alle vier in I. p. 531 aufgezählten 
Variablen (24) in H vorkommen. Eine leichte Rechnung er- 
gibt, daß der p. 533 zunächst unter einer beschränkenden 
Voraussetzung aufgestellte Satz ganz allgemein gilt: 

Die Weltmatrix ist symmetrisci‘\ zur Diagonale. 

Wenn man nämlich die Multiplikationsregel: 


[[a-5]-c]= (a-c)-b — (6-c)-a 


und die sich daraus ergebende Formel: 


[[a-5]-e]+ [[6-c]-a] + [[e-a]-6] 


anwendet, so findet man aus den allgemeinen Formeln (25) 
in I. p. 531 leicht die folgenden beiden Gleichungen: 


(55) 


1) Fortsetzung der beiden Artikel: Ann. d. em 37. p. 511, zitiert 
als I.; Ann. d. Phys. 39. p. 1, zitiert als II. a k 
Annalen der Physik. IV.Folge. 40, 
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@.Mie. 
also wenn man die Komponenten dieser Ausdrücke einzeln 
hinschreibt: 
+ f,°0, = d,-¢, + 6,-b,+0,-f, usw, 
— d,-b, — = — pd, usw. 
Damit ist der Satz bewiesen. 
26. Wir wollen uns nun ein materielles Teilchen, also 
entweder eine elektrische Knotenstelle oder ein aus ähnlichen 
Singularitätsstellen zusammengesetztes komplizierteres Gebilde 
vorstellen, das sich in einem weit ausgedehnten elektromagne- 
tischen Felde bewegt. An irgend einer Stelle sei der Energie: 
strom, der mit der Vorwärtsbewegung der Atherzustände ver- 
bunden ist, durch 8 bezeichnet, wie in I. (5) p. 522. Wir haben dann: 
(56) — — = 0, -6,—e-f,, 
8, = ¢,°b,— = d,-b,— d,-6,— o°f,. 
Weiter wollen wir drei dreidimensionale Vektoren p,, ),. P, 
durch die folgenden Gleichungen definieren: 
6, +d, b,-b, + 
e 5, *b, +f, = 


ww 
ll 


+ b,-b, + = 
e, +d, +b, + = Psy» 
+ +f, -0, = 
Wie wir in L auf p. 526 Gl. (17) gesehen haben, liefern die ersten 
drei Reihen der Weltmatrix drei Differentialgleichungen, die mit 
Rücksicht auf (56) und (57) folgendermaßen zu schreiben sind: 


08, _ dp. , ape, 
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Grundlagen einer Theorie der Materie. 


In Wir wollen uns nun die Energie als ein Fluidum vor- 
stellen, das mit einer gewissen Geschwindigkeit q strémt. Ist 
W die Dichte der Energie, so ist q durch die Definition be- 
stimmt: 

(59) Mg. 


Bezeichnen wir ferner die Energiemenge, die momentan das 


0 

= Volumenelement dz-dy-dz=dV erfüllt, mit dM, so ist 

ie dM= W.dV und wir können die Gleichungen (58) auch fol- 

gendermaßen schreiben: 

2 0 z x 0 = 

_ Wir wollen diese Gleichungen über ein Volumen V inte- 
3 grieren. Es sei wh. 


Vv 


die gesamte im betrachteten Moment in V enthaltene Energie, 
q sei die Geschwindigkeit des ,,Massenmittelpunktes“ in 7, die 
durch die Gleichung: 


(60) M.i= f 


definiert ist, ferner sei die das Volumen 7 umschließende 
Oberfläche mit S bezeichnet und N sei die nach außen ge- 
richtete Normale in einem Punkte von 8, endlich sei py ein 
dreidimensionsler Vektor, der durch die Gleichung: 


(61) py=p,+cos(N, z) + p,»cos(N, y) + p, + cos (J, z)... 
definiert wird. Die Komponenten von py berechnen sich also 
folgendermaßen: 

= 008(N, 2) + 008(N, y) + C08 (MN, z) usw. 
abs 


Die Integration über 7 gibt dann das folgende Resultat: 
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Das Volumen V werde nun so gewählt, daß es in dem 
weit ausgedehnten Feld, in welchem sich das materielle Teilchen 
bewegt, unendlich klein, im Vergleich zu dem Teilchen, das es 
in sich einschlieBt, aber unendlich groB ist. Die zweite Be- 
dingung soll ausdriicken, daB erstens die Energie der Singu- 
laritäten, aus denen das materielle Teilchen besteht, so gut 
wie vollständig in dem Volumen enthalten ist, also außerhalb 
der Fläche $ nur ein ganz verschwindend kleiner Bruchteil 
der gesamten Teilchenenergie sitzt, und daß zweitens auf der 
Fläche $ die Gesetze des Vakuums schon so gut wie genau 
gelten, also 9 und v als Null und e=b, b=h gerechnet 
werden können. Bei dieser Wahl des Volumens 7 ist M-ä 
die Bewegungsgröße des Teilchens, seine träge Masse ist dabei 
identisch mit seiner Energie M, die rechte Seite der Glei- 
chung (62) liefert die auf das Teilchen wirkende bewegende 
Kraft. ° Da zufolge der zweiten Bedingung py bis auf ver- 
schwindend kleine Korrektionsglieder identisch ist mit der 
Komponente des Maxwellschen Spannungstensors auf dem 
betreffenden Element der Oberfläche 8, so ergibt sich für die 
bewegende Kraft ein Wert, der unabhängig von der Wahl des 
Volumens 7 ist, vorausgesetzt, daß die beiden oben genannten 
Bedingungen erfüllt sind, und zwar ein Wert, der vollkommen 
identisch ist mit demjenigen, den auch die Elektronentheorie 
für ein materielles Partikel¢hen liefern würde, das um sich 
herum genau das elektrische und magnetische Feld hätte, wie 
das betrachtete Partikelchen. Die bewegende Kraft hängt also 
ganz wie in der Elektronentheorie nicht von der speziellen 
Anordnung der elektrischen Ladungen und der elektrischen 
oder magnetischen Dipole im Innern des materiellen Partikel- 
chens ab, solange das dem Partikelchen eigene äußere Feld 
dasselbe ist, außerdem aber hängt sie auch nicht ab von den 
Gesetzen, nach denen die das Teilchen zusammenhaltenden 
Kohäsionskräfte wirken, und auch nicht von den Gesetzen, die 
im Innern des Teilchens für das elektromagnetische Feld an 
die Stelle der Maxwellschen Gleichungen eintreten. Genau 
derselbe Satz, den wir hier zunächst für die fortschreitende 
Bewegung äü des Teilchens kennen gelernt haben, läßt sich 
ohne weiteres auch für seine Rotationsbewegungen nachweisen. 
Die Trägbeitsmomente berechnen sich dabei ganz wie in 
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Grundlagen einer Theorie der Materie. 
m gewöhnlichen Mechanik, indem man an Stelle der trägen Masse 
ua immer die Energie setzt. Wesentlich ist beim Beweis, daß 
Die ponderomotorischen Kräfte, die ein materielles Teilchen 
w; als ganzes in fortschreitende oder in rotierende Bewegung bringen, 
. berechnen sich aus dem elektrischen und magnetischen Feld, in 
: dem sich das Teilchen befindet, nach genau denselben Regeln, wie 
wi in der gewöhnlichen Elektrizitätslehre. Die Existenz eines be- 
el sonderen Vierervehtors (v, io) im Innern des Teichens und die 
> Abweichung der Gesetze des elektromagnetischen Feldes von den 
” Mazwellschen Gleichungen im Innern des Teilchens haben auf 
4 die äußeren ponderomotorischen Kräfte keinen bemerkbaren Einfluß. 
“ Auf ein Elektron von der Gesamtladung e, das sich mit 
= der Geschwindigkeit q in einem elektromagnetischen Feld be- 
. wegt, wirkt beispielsweise nach unserer Theorie die Kraft: 
(63) $= + 
” Dieser Ausdruck stimmt genau mit dem überein, welcher 
- der Elektronentheorie zugrunde gelegt wird. 
€ Dagegen sind die Kraftwirkungen im Innern der Elementar- 
“ teilchen der Materie, die etwa feine Strukturveränderungen in 
n diesen Teilchen selbst hervorbringen, etwas ganz anderes, als 
P die ponderomotorischen Kräfte der gewöhnlichen Elektrizitäts- 
h lehre. Sie lassen sich aber ohne Kenntnis der Weltfunktion 
nicht berechnen. 
P Zu den äußeren Kräften, die an den materiellen Teilchen 
. angreifen, gehört auch die Gravitation. Aus dem eben be- 
. wiesenen Satz geht hervor, daß die Grundgleichungen der Äther- 
’ dynamik I. (1) bis (4), die wir der Theorie bisher zugrunde gelegt 
haben, nicht zu einer Erklärung der Gravitation ausreichen. Die 
3 Erwertung, die ich zu Beginn meiner Arbeit (I. p. 513 oben) 
ausgesprochen habe, ist also nicht erfüllt. Wir werden in 


einem späteren Kapitel untersuchen, wie die Grundgleichungen 
erweitert werden müssen, um auch die Gravitation mit ein- 
zubegreifen. 


| Die träge Masse eines materiellen Teilchens. 


27. Unter einem materiellen Teilchen verstehen wir ganz 
allgemein einen kleinen Bereich im Ath 
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größen enorm große Werte annehmen. Wir werden im fol- 
genden häufig Integrale irgend welcher Zustandsgrößen über 
das ganze Volumen des Teilchens auszuführen haben. Darunter 
ist ein Volumen zu verstehen, dessen äußere Begrenzung so- 
weit von dem Zentrum des Teilchens entfernt ist, daß auf ihr 
die Zustandsgrößen unendlich klein gesetzt werden können. 
Wenn man also die äußere Begrenzung des Volumens ganz 
beliebig wählt, nur so, daß nach dieser Definition das Teilchen 
„ganz‘ davon eingeschlossen ist, so darf diese Wahl keinen 
bemerkbaren Einfluß mehr auf den Wert des Integrals haben. | 

Wenn wir sagen, daß ein Teilchen in Ruhe und unver- 
änderlich ist, so wollen wir darunter verstehen, daß entweder ( 
alle Zustandsgrößen in dem von dem Teilchen erfüllten Vo- 
lumen konstant sind, oder daß der Durchschnittswert jeder 
Zustandsgröße in jedem Punkt des Volumens über eine Zeit, 
die für das Experiment unendlich klein ist, konstant ist. 

Es sei z.B. K der Wert einer Zustandsgröße in einem 
Punkt (z, y, z) des Teilchens. Es sei ferner r eine Zeit, die 
für das Experiment noch unendlich klein ist. et my der 


a, Fb 


Durchschnittswert, von dem die Rede st: 
t ie | 
ath 4 
Bekanntlich gelten nun die Gleichungen); "nist 
= 
Ne Die Bedingungen dafür, daß das Teilchen unveränderlich 
und in Ruhe ist, sind also: nie N 


05 8% ap 
Nun folgen aus den Grundgleichungen I (1) bis (4) die 
d- 9-0 =— div(g-b) —d- 
90 iv(p-b) 


1) H. A. Lorentz, Versuch einer Theorie der elektrischen und 

optisehen in — p. 18. 
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Grundlagen einer Theorie der Materie. Si ae 7 


In einem ruhenden Teilchen ist also: 

Integrieren wir nun iiber ein das Teilchen ganz ein- 

schließendes Volumen und beachten dabei, daß auf der Ober- 
fläche des Volumens m-» und [§-f] gleich Null gesetzt werden 
dürfen, so ergibt sich für ein ruhendes materielles Teilchen: 


Nach I (7) und (14) auf p. 523 und p. 525 berechnet sich 
die Energiedichte zu: 


Es ergibt sich also für die Energie E, eines ruhenden materiellen 


Teilchens nach (64) und (65): seb 
(66) = f B-dV= f 


Es sei $ irgend eine unbegrenzte!) Fläche, die das Teilchen 
quer durchschneidet, und N die Flächennormale in irgend 
einem Punkt. Da nun zu beiden Seiten dieser Fläche, voraus- 
gesetzt, daß das Teilchen ruht, keine dauernden Energieände- 
rungen eintreten dürfen, so muß sein: 


8 


wo 8y der Durchschnittswert der zu S normalen Komponente 
des Vektors 8 ist. Dieser Vektor ist nach (56) gegeben durch: 
8 = — = [d-b] — ef. 

Laue?) hat bewiesen, daß, sobald Gleichung (67) gilt — und 
das ist also für jedes beliebige materielle Teilchen der Fall —, : 
auch folgender Satz besteht: 3 

Satz von Laue. Das Integral jeder einzelnen Komponente 
der Weltmatrix über das Volumen eines ruhenden materiellen 
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Teüchens ist Null, ausgenommen nur die Komponente mit dem 
Index 4,4, welche die Energie des Teilchens liefert. 

Im allgemeinen ist dabei von jeder Komponente ihr Durch- 
schnittswert während einer kleinen Zeit zu nehmen, wie in 
Gleichung (67). 

Wie M. Laue gezeigt hat, kann man diesen Satz benutzen, 
um die Energie eines bewegten Teilchens zu berechnen. Ich 
will diese Rechnung für die hier vertretene Theorie durch- 
führen. Es seien die Feldgrößen in einem Punkt z,, y, z, 
des ruhenden Teilchens alle durch den Index 0 charakterisiert. 
Man findet nach der Relativitätstheorie aus ihnen die Werte 
in einem Punkte z, y, z eines bewegten Teilchens, das die Ge- 
schwindigkeit g in der Richtung der z-Achse hat, wenn dieser 
Punkt (z, y, z) zur Zeit ¢ die durch folgende Gleichungen ge- 


> gebene Lage hat: 


nach den folgenden 

deo + dyo — Bro 

+ Oz 

= Pvo b, = b. = bo; 


Genau wie zwischen (b, 5) und (d,,.5,) 
gelten auch zwischen (e, 5) und (e,, §,), dieselben wie zwischen 
(0, ») und (g,, »,) auch zwischen (g, f) und (p,, f,). 

Die Anwendung dieser Formeln führt durch einige ganz 
elementare Rechnungen zu 


— f-v = by — % * Do — Oo) 
| 


Wir bilden nun den zeitlichen Durchschnittswert und 
integrieren über das von dem materiellen Teilchen erfüllte 
Volumen. Wenden wir dabei die Gleichungen (64), (65), (67) 
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Grundlagen einer Theorie der Matre. 9 


an und beachten wir weiter, daß zufolge der Definition des 
Punktes z, y, z die Beziehung besteht: Ha 08 


dz-dy-dz = Yl — q?- dz,-dy,-dz, 


dV=V1—q*-dV,, 
so ergibt sich: } 
1 (b-b— f-v = 
(68) vi-¢ 


Bezeichnen wir den Wert der Größe H in dem Punkte 
Zu Yor Z) des ruhenden Teilchens mit H,, so können wir 


H, = F (29; Yo» 20) 
als Funktion von (z,, y,, 2,) auffassen. Es sei weiter (z, y, 2) 
der Punkt des bewegten Teilchens, der zur Zeit ¢ durch die 
Lorentzsche Transformation aus (z,, y), 2,) erhalten wird. 
Da H eine Invariante fir die Lorentzsche Transformation, 
so ist ihr Wert im Punkte (z, y, z) des bewegten Teilchens 
zur Zeit ¢ zu berechnen als: 

wo F genau dieselbe Funktion bedeutet als oben. Daraus 
folgt, daß: 


Nunmehr ergibt sich die Energie # des bewegten Teilchens 
durch Addition von (68) und (69): 


E - + b-h _ f-v)-47, wi 


E=Vi-g 
Dieses Resultat können wir jetzt mit Hilfe des Laueschen 
Satzes weiter vereinfachen. Wenden wir diesen Satz nämlich 
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auf das Glied der Weltmatrix (16) mit dem Index 3,3 an, 
so erhalten wir: AN 

Also da nach (66): Pr 


— 


Es ergibt sich daher, was M. Laue schon allgemein 
nachgewiesen hat (Das Relativitätsprinzip p. 170): 


tite. Werke 


sehr interessante Folgerung ziehen. Wendet man ihn auf die 
drei Glieder der Diagonale der Weltmatrix mit den Indizes 
1,1, sowie 2,2 und 3,3 an, so erhält man: 


G5, b., “Dio 130 dV, = E, 
Durch Addition dieser Gleichungen bekommt man: 


oder mit Rücksicht auf (64) und (65): we ui 
| r fon 
| + [9 - fo: v,)-dP,. 


AuBerdem sieht man aus den drei soeben hingeschriebenen 
Gleichungen sofort, daB: 


+ + 2%. 


(71) 


(72 
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Grundlagen einer Theorie der Materie. 


Besonders interessant werden diese Gleichungen, wenn 


= 0, » = 0, was der Fall ist beim Elektron. 
Im Felde eines Elektrons ist: my 
und außerdem: 


29. Für den Spezialfall, den wir in II. von p. 18 an 
durchdiskutiert haben, läßt sich die Beziehung (73) leicht direkt 
als wahr nachweisen. Setzen wir in der Weltfunktion 

4m — taz 
die Größen des statischen Feldes ein: „= c,, X = %,; 80 er- 
gibt sich: 


| Weiter i ist aber: ee 
Hal: 8®, 80, dasselbe 
wir können daher schreiben: 
boosh 


Wendet man hierauf (64) an, so resultiert (73). 
Hätten wir der Weltfunktion die allgemeinere Form ge- 
geben: 


1 3 1 v ei 


so würde eine ganz analoge Rechnung ergeben: at 


axebls: 
die Relation (78) könnte also unmöglich erfüllt sein, außer 
wenn » = 6. Daraus folgt: 

allen Weltfunktionen von der Form: 


= — 


’ 
E,. 
= 
3 
. 


kann nur der Fall v= 6 zu isolierten Knotenstellen der elek- 
trischen Ladung führen. 

Nimmt man irgend einen anderen Wert für », so müssen 
alle Integrale der Gleichung (34) in II. p. 15 wesentliche 
Singularitäten haben, entweder eine Singularität im Nullpunkt 
oder eine im Unendlichen oder beides. Es gibt dann kein 
einziges Integral, das ein Elektron darstellen könnte. 

Man sieht hieraus, daß man die Gleichung (73) gelegent- 
lich als Kriterium dafür brauchen kann, ob eine bestimmte 
Form der Weltfunktion mit der Existenz isolierter Knoten- 
stellen (Elektronen) vereinbar ist oder nicht. 

30. Aus der Formel (73) folgt, daß in dem Beispiel, das 
wir in II. durchdiskutiert haben, die Energie einer Knoten- 
stelle negativ ist. Es überwiegt also in diesem Falle die der 
Kohäsionswirkung der Ladungen zukommende negative Energie 
über die positive Energie des elektrischen Feldes. Da in der 
Hamiltonschen Funktion: 


(do, 9, 09, 0) = Dy +6. — =H A 


1 502 _ 5 
2 6 a 


b, und g, ganz getrennt voneinander stehen, kann man die 
beiden Energiemengen auch getrennt berechnen. Man erhält 
für die Energie des elektrischen Feldes: 


fir die Energie der Kohäsionskräfte: 


12 


Ist nun aber die Energie eines Teilchens negativ, so muß 
dasselbe auch für seine träge Masse gelten. Die Knotenstellen, 
von denen in II. auf p. 37 die Rede gewesen ist, haben also eine 
negative träge Masse, sie müssen demnach in Kraftfeldern Be- 
schleunigungen annehmen, die den bewegenden Kräften gerade 
entgegengesetzt sind. Daraus erklärt sich ihr auf den ersten Blick 
so absurd aussehendes Verhalten, auf das uns in II. p. 88 die 
allgemeinen Überlegungen führten, daß nämlich gleichnamige 
Knotenstellen sich zusammenzuballen suchen und ungleichnamige 
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Grundlagen einer Theorie der Materie. 13 


Knotenstellen voneinander wegstreben, obwohl die pondero- 
motorischen Kräfte der elektrischen Felder gerade in der ent- 
gegengesetzten Richtung wirken. 

Man kann nun aus (73) noch eine sehr wichtige allgemeine 
Folgerung ziehen: 

Die hinreichende und notwendige Bedingung dafür, daß die 
träge Masse eines Elektrons positiv ist, lautet: 


f <0 wheeseig dellowen We: 


In großer Entfernung vom Elektron ist e= d, also e¢, -d, 
sicher positiv. Daraus folgt: 

Im Innern des Elektrons müssen die beiden Vektoren e und d 
entgegengesetztes Vorzeichen haben. 

Man sieht hieraus, daß es ganz unmöglich ist, daß im 
Innern des Elektrons noch die Maxwellschen Gleichungen 
gelten. 

Ebenso hat auch 9, da es gleich dem elektrischen 
Potential ist, in den äußeren Sphären des Elektrons dasselbe 
Vorzeichen wie 9. Und zwar erreicht g an der Stelle, wo e 
durch Null hindurchgeht, um dann im Innern des Elektrons 
die entgegengesetzte Richtung anzunehmen, sein Maximum. 
Weiter nach innen muß dann 9 so stark abnehmen, daß es 
schließlich ebenfalls sein Vorzeichen umgekehrt und 9, - 9, sehr 
große negative Werte bekommt, da das Raumintegral von 9, - 9, 
negativ sein muß. 

Im Innersten des Elektrons muß g das entgegengesetzte Vor- 
dor 


Viertes Kapiteh = | 


Das Problem des Wirkungsquantums, 
callajatanio 


Blementardipole. 


81. Wenn die beiden Vektoren d und e immer dasselbe 
Vorzeichen hätten, so könnte es nur eine Art von Elementar- 
teilchen der Materie geben, die dadurch gekennzeichnet ist, 


daß divd in. ihrem Innern beträchtliche Werte annimmt. 
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Können aber, wie wir nach den letzten Darlegungen voraus- 
setzen dürfen, in sehr starken Feldern d und e entgegengesetzt 
laufen, so ist noch eine zweite Art von Elementarteilchen denk- 
bar, in denen rotd sehr große Werte annimrat, während divd 
wenig hervortritt. In diesen Elementarteilchen würde also der 
Vektor d, da divd sehr klein ist, fast vollkommen auf ge- 
schlossenen Linien verlaufen, ähnlich wie die Linien der magne- 
tischen Induktion bei einem kleinen permanenten Magneten. 
Wir wollen ein solches Teilchen einen elektrischen Elementar- 
dipol nennen. Der Verlauf des Vektors e ist bei Gleichgewicht 
dadurch charakterisiert, daß rote = 0, während dive + 0 sein 
kann. Die Linien des Vektors e verlaufen in dem Dipol also 
ähnlich wie die Linien der magnetischen Kraft eines per- 
manenten Magnetchens, sie sind daher im Innern des Dipols 
den Linien des Vektors d entgegengesetzt gerichtet. Die Mög- 
lichkeit von Elementardipolen ist demnach an die Bedingung 
geknüpft, daß für sehr große Werte von d der Vektor e sein 
Vorzeichen umkehrt. 

Die genaueren Bedingungen für die Möglichkeit derartiger 
Elementardipole aufzustellen, ist außerordentlich schwierig und 
dürfte auch wohl bei unserer gänzlichen Unkenntnis von der 
Natur der Weltfunktion wenig nützen. Ich will einmal an- 
nehmen, daß es Elementardipole gibt, und will einige Kon- 
sequenzen aus dieser Annahme ziehen. 

32. Nach dem in Abschnitt 26. bewiesenen Satz können 
wir leicht die ponderomotorische Kraft berechnen, die ein Dipol 
im elektrischen Feld erfährt. Es ist genau dieselbe Kraft, die 
nach den Vorstellungen der gewöhnlichen Elektrostatik ein 
elektrischer Doppelpunkt erfahren würde, der dasselbe elek- 
trische Moment hat, wie unser Dipol; das elektrische Moment 
läßt sich aus dem äußeren Feld berechnen. Daraus ist zu 
sehen, daß ein elektrisches Feld auf den Dipol hauptsächlich 
ein Drehmoment ausübt, das ihn in die Richtung des Feldes 
einzustellen sucht, daß dagegen die Kräfte, die dem Dipol eine 
translatorische Bewegung geben würden, im allgemeinen sehr 
klein sind. Demnach werden äußere Kräfte die Dipole schwer- 
lich aus dem Verband der Atome heraustreiben, wie Elek- 
tronen, und es ist wohl wenig Aussicht, korpuskulare Strah- 
lungen zu bekommen, die aus Dipolen bestehen, = 
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Dagegen darf man vermuten, daß die Dipole im Gegen- 
satz zu den Elektronen leicht innere Kraftwirkungen erfahren 
können, ähnlich wie elektrische Doppelpunkte 'nach der ge- 
wöhnlichen Auffassung im elektrischen Felde innere Störungen 
erleiden, indem die beiden Ladungspunkte auseinandergezerrt 
werden. Genaueres kann man über diese inneren Wirkungen 
nicht sagen, wie wir auf p. 5 gesehen haben, aber vermut- 
lich sucht das elektrische Feld auch in unseren Dipolen die 
Struktur aufzulockern. Ich will nun nachweisen, daß eine zu 
große Auflockerung für den Dipol verderblich werden muß. 

Es gibt auch im Vakuum, wo dieMaxwellschen Gleichungen 
gelten, Dipole ohne elektrische Ladungen, freilich nicht im 
Gleichgewichtszustand. Solche Dipole sind die elektrischen 
Kugelwellen. Nach H. Hertz (Ges. Werke 2. p. 150) kann 
man das Feld in einer Kugelwelle mit Hilfe einer Funktion 
IT=f(r—t)/r berechnen, wo r den Radiusvektor vom Zentrum 
der Welle ab bezeichnet. Es seien z, o Zylinderkoordinaten, z 
die Richtung der Symmetrieachse der Kugelwelle, o die dazu 
senkrechte Richtung, dann ist: 
1 ö od oi 

(e- FT) ae) ‘= ’ 
das magnetische Feld 5 verläuft in Kreisen um die z-Achse. 
Für die Differentiation ist zu beachten r= Yg?+z?. Setzt 
man in diese Formeln den oben angegebenen Wert für IT 
ein, und bezeichnet man den Winkel zwischen r und z mit #, 
so daß also: cos? = z/r, sind = o/r, so findet man folgende 
Formeln: 


"(rt 3.f(r—t 8-f(r—# 

(75) 
+ ef (r—t) _ gall die ke 


Wir wollen nun für f(r —¢) eine Funktion wählen, die 
mitsamt ihren ersten zwei Differentialquotienten in einem 
Wertegebiet zwischen a und d stetig verläuft und deren erste 
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16 G. Mie. 
zwei Differentialquotienten in den Grenzpunkten a und 4 gleich 


Null werden; die Werte, die f selbst in a und 5 annimmt, 
seien A und 0: 


fW=-0, 
Für alle Werte r— >a setzen wir f konstant gleich A, für 


alle Werte r —¢> 5 konstant gleich 0. 
Dann sind die Feldgrößen in einem bestimmten Moment ¢ 


nach (75) in dem Bereich: er ige 
A 


Es ist dies das Feld eines elektrischen Dipols vom Moment 
4n-A. 

In dem Bereich a+!=r=b + t befindet sich die Kugel- 
welle mit in sich zurücklaufenden elektrischen Feldlinien, end- 
lich im Innern der Kugel vom Radius 4+ ¢, also für alle 
Werte r=5+¢ ist }=§ =0. Wir sehen hieraus, daß eine 
kugelförmige Impulswelle in der Tat einen elektrischen Dipol 
ohne Ladungen darstellt. 

Ein Beispiel für die Funktion f, an dem man sich leicht 


Einzelheiten klar machen kann, ist: m. iol 
Me 


1. O>r—-tz—, fr-Y=2n-a=4A, 
rey 


f(r — t) = a(sin m-(r — t) + — +2), 


m 


8. - -2r-t>-0, fr-)=0. 


Der beschriebene Dipol ist nicht im Gleichgewicht, er 
sucht sich vielmehr, indem sein innerer Hohlraum sich mit 
Lichtgeschwindigkeit ausdehnt, in Nichts aufzulösen. Da nun 
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zwischen dem von uns angenommenen Elementardipol, wenn 
er wirklich existiert, ein kontinuierlicher Übergang zu dem 
Kugelwellendipol möglich sein muß, so folgt, daß es für den 
Elementardipol eine vielleicht bei starken inneren Pulsationen 
erreichbare Ausdehnung gibt, bei der labiles Gleichgewicht 
eintritt, so daß der Dipol, wenn er einmal darüber hinaus- 
schießt, gezwungen ist, sich in Form eines Kugelwellendipols 
völlig in Nichts aufzulösen, während er sich bei schwächeren 
Ausdehnungen immer wieder zu seiner Gleichgewichtslage zu- 
sammenzuziehen sucht. Wenn es also Elementardipole gibt, 
so müssen sie explosibel sein; bei ihrer Explosion verwandelt 
sich Materie in einen Lichtpuls. Da nach der Relativitäts- 
theorie alle Vorgänge umkehrbar sind, so muß natürlich ein 
materieller Elementardipol auch aus einem Lichtpuls neu ent- 
stehen können. Um eine in das Zentrum zusammenlaufende 
Kugelwelle, die sich möglicherweise zu einem Dipol konden- 
sieren kann, mathematisch darzustellen, muß man in den 
Formeln (75) an Stelle von (r — £) setzen: (r + ¢) und zugleich 
das Vorzeichen von § umkehren. 

83. Aus diesen Überlegungen folgt, daß man über die 
Existenz etwaiger Elementardipole eine Kunde nicht von einer 
neuen korpuskularen Strahlung, sondern von einer Lichtpuls- 
strahlung zu erwarten hätte. Es wäre z. B. möglich, daß das 
Licht der Bandenspektren aus explodierenden Dipolen be- 
stinde. Denn das Fehlen eines richtigen Zeemaneffektes an 
diesem Licht weist darauf hin, daß es nicht von Elektronen- 
schwingungen erregt wird. Die feine Kannellierung der Banden 
wäre allerdings nur zu verstehen, wenn man annehmen würde, 
daß jedes strahlende Atom nicht bloß einzelne Pulse, sondern 
eine Unmenge, vielleicht Tausende von Pulsen in regelmäßigen 
Intervallen abgibt, durch deren Interferenz die feine Struktur 
der Banden entstände. Die Aussendung der Pulse müßte mit 
Eigenschwingungen der Atome zusammenhängen und die kompli- 
zierten Gesetze dieser Eigenschwingungen müßten hinzugezogen 
werden, um die merkwürdigen Gesetze der Banden zu erklären. 
Es wäre natürlich verfehlt, wenn man diese Theorie an den äußerst 
verwickelten Verhältnissen der Bandenspektren prüfen wollte. 
Vielleicht könnte man aber an den einfacheren Resonanz- 
spektren Aufklärungen durch die Möglichkeit 

Aunalen der Physik. IV. Folge. 40. 3 
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oder die Unmöglichkeit bewiesen würde, diese Spektren aus 
einer regelmäßigen Folge von Pulsen zu erklären. 
34. Zum Schluß sei noch bemerkt, daß es möglicher- 
- weise ebensogut wie elektrische Dipole auch magnetische 
Dipole geben könnte. Es wären das Elementarpartikelchen, 
in denen ebenfalls o und » sehr klein anzunehmen wären, 
; und in denen deswegen rot} so gut wie Null wäre, während 
: “Om. div6+0. Der Vektor 6 hätte dagegen, wie immer, die Be- 
RER dingung divb = 0 genau zu erfüllen. Es wären also in dem 
magnetischen Elementardipol die Linien des Vektors b ge- 
schlossene Kurven, die ähnlich wie die Linien der magnetischen 
Induktion bei einem permanenten Magneten verlaufen. Die 
Linien des Vektors § würden dagegen den Linien der magne- 
tischen Kraft beim permanenten Magneten ähnlich sein und im 
Innern des Dipols die entgegengesetzte Richtung haben, wie die 
Linien des Vektors b. 
much 
Das Plancksche Wirkungsquantum, ~~ 
35. Solange man sich die wärmeübertragenden Ver- 
bindungen zwischen Äther und Materie als Resonatoren denkt, 
wird man niemals dazu gelangen können, eine in sich wider- 
spruchsfreie Auffassung von dem Planckschen Strahlung «gesetz 
zu gewinnen. Denn man mag sich einen Resonator denken, 
wie man will, immer muß er nach den Gesetzen der Mechanik 
schwingen, muß er Energie nach Maxwellschen Gesetzen auf- 
nehmen und ausstrahlen, und das steht von vornherein im 
Widerspruch mit der Existenz von Wirkungsquanten. Selbst- 
verständlich soll die Existenz elektrischer Resonatoren in den 
Atomen nicht in Abrede gestellt werden. Die Gesetzmäßig- 
keiten des Zeemanschen Phänomens, besonders bei dem ein- 
fachen Typus, den die Heliumlinien zeigen, weisen deutlich 
darauf hin, daß die Sinuswellen der Serienlinien von Elektronen 
ausgestrahlt werden, die im Atom regelrechte Pendelschwin- 
gungen ausführen. Und zwar zeigt das Zeemansche Phä- 
nomen, daß man die Bewegungen der schwingenden Elektronen 
ganz nach den Gesetzen der Mechanik durch Kräfte beein- 
flussen kann, die den gewöhnlichen Regeln der Elektrizitäts- 
lehre gehorchen. Daraus folgt aber unumgänglich notwendig, 
daß die schwingenden Elektronen nach den Gesetzen der 
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Mechanik und der Elektrizitätslehre kontinuierlich Energie 
aufnehmen können und daß sie die Energie nach den Max- 
wellschen Gesetzen kontinuierlich wieder ausstrahlen. Will 
man nicht die allgemein angenommene Deutung des Zeeman- 
schen Phänomens umstoßen, so muß man also auch zugeben, 
daß sich die sogenannte Quantentheorie auf die Elektronen- 
schwingungen nicht anwenden läßt. Damit ist für diese gar 
nichts Absonderliches ausgesagt, denn es gibt sicher noch eine 
große Menge von Vorgängen, bei denen das Wirkungsquantum 
gar keine Rolle spielt. Man denke sich, um ein Beispiel zu 
nehmen, ein Kathodenstrahlenteilchen, das mit großer Ge- 
schwindigkeit zwischen den Polen eines Elektromagneten fliegt. 
Während das Elektron noch in dem Zwischenraum ist, werde 
in einem geeigneten Augenblick das Magnetfeld erregt, so daß 
die Bahn des Teilchens die Form eines geschlossenen Kreises 
annehmen muß. Nun strahlt das Teilchen eine Welle aus, die 
um so kürzer ist, je stärker das magnetische Feld ist. Dieses 
strahlende Teilchen kümmert sich natürlich gar nicht um das 
Wirkungsquantum, und dabei kann man für seine Schwingungs- 
zahl keine obere Grenze angeben. Wenigstens lange ultrarote 
Wellen kann man sich noch ganz gut in dieser Weise erzeugt 
denken. 

Diese Überlegungen widersprechen keineswegs dem Auf- 
treten des Wirkungsquantums beim Wärmeaustausch zwischen 
Materie und Äther. Sie führen nur dazu, daß wir den Elek- 
tronenschwingungen bei diesem Wärmeaustausch eine ziemlich 
unwesentliche Rolle zuschreiben müssen. Bekanntlich sind 
Resonatoren an sich, wenn sie nicht mit anderen Mechanismen 
verkoppelt sind, überhaupt gar nicht imstande, den Wärme- 
austausch zwischen Materie und Äther zu vermitteln; denn sie 
absorbieren die Strahlung nicht, sie zerstreuen sie nur. Man 
denke sich einen Hohlraum, der mit einer vollkommen spiegeln- 
den Wand umgeben ist, und in dem sehr viele elektrische 
Resonatoren verteilt sind, Läßt man in diesen Hohlraum 
irgendeine Strahlung eintreten, so ändern die Resonatoren an 
der spektralen Zusammensetzung der Strahlung gar nichts, sie 
führen sie nicht in die Strahlung des schwarzen Körpers über, 
was ein Stück wirklich absorbierende Materie im Hohlraum 
sofort tun würde. Es ist also sehr Re: daß man 
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für das Verständnis des Wärmeaustausches zwischen Materie 
und Äther die Resonatoren völlig entbehren kann, daß ihre 
Mitwirkung bei dem Vorgang nur sekundärer Art ist und 
theoretisch weiter nichts als eine unnütze Komplikation be: 
deutet. 

Wir haben nun im Abschnitt 32, die Möglichkeit einer 
Strahlung kennen gelernt, die nicht von Resonatoren: ausgeht. 
Durch die dort beschriebene Explosion von Dipolen wird un- 
mittelbar Energie der Materie in Strahlungsenergie um- 
gewandelt. Denn ein Elementardipol ist genau so, wie ein 
Elektron als einer der materiellen Bausteine des Atoms auf- 
zufassen. Er nimmt an den inneren Bewegungen im Atom 
teil und vermag dabei gelegentlich eine ungewöhnlich große 
Energieanreicherung erfahren, so daß er über seinen labilen 
Grenzzustand hinauskommt und explodiert. Dabei geht er 
und die ganze ihm innewohnende Energie in eine Impuls- 
welle über. 

Eine derartige Explosion eines Dipols hat ein genaues 
Analogon in dem Austritt eines Elektrons aus dem Atom. 
Dieser Austritt erfolgt immer dann, wenn ein Elektron eine 
so heftige Bewegung erlangt, daß es über eine gewisse labile 
Grenzlage im Atom hinausgeht. Genau so, wie die Bewegungs- 
energie des frei gewordenen Elektrons je nach der Heftigkeit 
der Bewegung, die zu dem Austritt aus dem Atomverband 
führt, die verschiedensten Werte annehmen kann, so wird 
auch die Energie der Pulswelle, die aus dem explodierenden 
Dipol entsteht, außerordentlich verschieden ausfallen können, 
je nach der Heftigkeit, mit welcher der labile Grenzzustand 
überschritten wird. Je heftiger der Vorgang ist, um so größer 
wird die Energie der Pulswelle sein, zugleich wird der Vor- 
gang sich um so rascher abspielen und also die Impulsbreite um 
so kleiner sein. Setzen wir voraus, daß es nur eine einzige 
Art von Dipolen gibt, so gehört jedenfalls zu einer bestimmten 
Heftigkeit des Vorganges, also einer bestimmten Impulsbreite, 
immer dasselbe Energiequantum und dieses wächst mit ab- 
nehmender Impulsbreite. 

Die Strahlung, die aus explodierenden Dipvlen besteht, muß 
quantenhaft sein, vorausgeseizt, daß es nur eine einzige Art von 
Blementardipolen gibt, und zwar muß das Energiequantum eines 
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Strahlungspulses um so größer sein, je kleiner die Impuls- 
breite ist. 

Da Elektronenemission und Dipolexplosion sehr verwandte 
Vorgänge sind, so ist zu erwarten, daß beide miteinander 
parallel gehen. In der Tat scheinen die Beobachtungen an 
fluoreszierenden Körpern hierauf hinzuweisen. Da die beiden 
Vorgänge andererseits nicht direkt kausal miteinander verknüpft 
sind, so ist zu erwarten, daß ihr gemeinsames Auftreten nicht 
durch allgemein gültige quantitative Gesetze geregelt wird. 

Schwieriger als die Frage der Emission von Strahlung ist 
auch in der hier vertretenen Theorie die Frage nach der Ab- 
sorption. Absorption muß natürlich gleichbedeutend sein mit 
Neubildung materieller Dipole durch Konzentration strahlender 
Energie. Wahrscheinlich wird man annehmen müssen, daß 
jedes explodierende Dipol im Atom einen Keim zurückläßt, 
an dem sich leicht wieder Strahlung kondensieren kann. Man 
wird indessen gut tun, erst dann ernstlich an die Frage der 
Absorption heranzutreten, wenn experimentelle Untersuchungen 
etwas über die Möglichkeit der Theorie der Elementardipole 
gelehrt, und im bejahenden Fall außerdem Material zu einer 
genaueren Ausarbeitung der Theorie gegeben haben. 

36. Die Frage liegt nahe, was die anschauliche Deutung 
des Wirkungsquantums in unserer Theorie sein möge. Dazu 
ist zu bemerken, daß diese Deutung noch von den Details der 
Theorie abhängen wird, die wir zunächst ganz unbestimmt 
gelassen haben. Wenn wir also im folgenden unter einer be- 
stimmten Nebenannahme, die wir der Theorie hinzufügen, eine 
Deutung der Größe A versuchen, so dürfen wir dabei nicht 
vergessen, daß eine andere Spezialisierung der Theorie zu 
einer anderen Deutung führen könnte. Wir machen nun also 
die folgende 

Nebenannahme: Die Impulsweile des explodierenden Dipols 
hat für alle Impulsbreiten dieselbe Form. 

Die Funktion, die nach (75) zur Berechnung der Welle 
führt, soll also die Form haben: 


wo 9 eine universelle Funktion ist und m ein Faktor, der 
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e- möglichen Werte annehmen kann. Der Faktor m ist der 
Impulsbreite umgekehrt proportional. 

Unter dieser Annahme kann ich den folgenden Satz be- 
weisen: 

; Die Zahl der in sich geschlossenen elektrischen Kraftlinien, 
die den hohlkugelförmigen Wirbelring der elektrischen Impuis- 
here eines explodierenden Dipols bilden, ist eine universelle Kon- 
stante, und das Wirkungsquantum h ist nichts anderes als das 
Quadrat dieser Konstante, multipliziert mit einem Zahlenfaktor, 
der nur von der Wahl der Mafeinheiten abhängt. 

: Auf der Oberfläche einer sehr großen Kugel vom Radius r 
‘Reroshaem sich die Feldgrößen nach (75), unter Vernachlässigung 


der höheren negativen Potenzen von r, wie folgt: 


-sind, 


= 


a verläuft längs der Meridiankreise, § längs der Breitenkreise 
der Kugel. Durch eine Kugelzone von der Breite di, deren 
Flächeninhalt 22 r?- sin ist, wird während der Zeit dt 
die Energiemenge übertragen: 


dB =d-§-2artsin dt = dt. 


Wenn nun wie auf p. 16 oben die Grenzwerte von r—¢, zwischen 
denen die Kugelwelle eingeschlossen ist, mit a und 6 be- 
zeichnet werden, so sind die Werte = m-a und d’= m.b 
nach unserer Nebenannahme von m unabhängig. Wir setzen 
_ weiter m(r—t)=o, dann ist die ganze Energie der Impuls- 


fr (w)?- dw = a, 
oth iloa Judi 
so ist « eine von m unabhängige GréBe und: 

E= SE. m? 


‚Setzen wir: 


(79) 
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Wir denken uns nun den Impuls nach dem Fourierschen 
Satz aus einer kontinuierlichen Folge von Sinuswellen zu- 
sammengesetzt. In ganz derselben Weise löst ein Spektroskop 
ihn in ein kontinuierliches Spektrum auf. Wir dürfen an- 
nehmen, daß die Form der Funktion @ derartig ist, daß das 
Spektrum des Impulses ein ziemlich schmales Band ist, dessen 
mittlere Wellenlänge 4 heißen möge. Die entsprechende 
mittlere Schwingungszahl pro Sekunde geri sich dann: 


und das Plancksche Strahlungsgesetz ist identisch mit i 
Satze, daB: 


E = h . Vv he 
Beachten wir nun, daß der Quotient: 
(80) 


eine Zahl ist, die nicht von der Impulsbreite abhängt, so be- 
kommen wir aus (79): 
8 


(81) 


82-a-/8 ist ein von der Impulsbreite unabhängiger Zahlen- 
faktor. 

Wir wollen nun weiter die Zahl der Kraftlinien berechnen, 
die den Wirbelring des Impulses bilden. Zu dem Zweck be- 
trachten wir den Äquatorkreis (@ = 2/2). Durch ihn tritt 
während der Zeit dt eine Zahl dn von elektrischen Kraftlinien 
senkrecht hindurch, die sich einfach zu: 


dn = 2nr.d-.dt= 2a-m*.g”-dt 


berechnet. 

Lassen wir nun das Argument w der Funktion @” von 3’ 
an, wo sie noch Null ist und eben von Null verschiedene 
Werte anzunehmen beginnt, wachsen, so müssen wir schließ- 
lich zu einem Wert des Argumentes c’ kommen, wo sich das 
Vorzeichen von gm” umkehrt, um dann an der anderen Grenze 
in a’ wieder Null zu werden. ec’ ist wie a’ und J’ von der 
Impulsbreite unabhängig, ebenso also auch das Integral: 
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Die gesamte Zahl der Linien, die den elektrischen Kraft- 
wirbel bilden, ist: 


(83) n=2ny:m. 

Durch Kombination von (81) und (83) ergibt sich schließlich: 
2 

(84) h=C.n!, C= 


C ist ein von der Impulsbreite unabhängiger Zahlenfaktor. 
Damit ist der Satz bewiesen. 

Nach dieser Auffassung ist das Wirkungsquantum oder, 
genauer gesagt, die Quadratwurzel aus dem Wirkungsquantum 
eine Größe, die dem Elementarquantum der elektrischen 
Ladung vollkommen analog ist. So wie das letztere die Zahl 
der Kraftlinien angibt, die im Elektron in Form einer Knoten- 
stelle endigen, so stellt YA die Zahl der Kraftlinien dar, die 
in Form eines Knäuels den Dipol bilden, wenigstens nach 
seiner Explosion. Es ist vielleicht von Interesse, diese beiden 
Zahlen miteinander zu vergleichen. Allerdings kommt in (84) 
noch ein unbekannter Zahlenfaktor C vor, der für jede Form 
der Funktion » anders sein wird. Um wenigstens eine Vor- 
stellung von der Größenordnung der Zahl n zu haben, wollen 
wir eine ganz bestimmte Funktion einsetzen, und zwar das 
schon auf p. 16 erwähnte Beispiel (77), also: 


=—a-sinm(r 
Dann berechnet sich die Konstante C der Gleichung (84) zu: 
7 


wo c die Lichtgeschwindigkeit bedeuten soll. Dabei ist nun 
aber die Zahl n in dem nur in der Theorie gebräuchlichen elektro- 
statischen Maßsystem gerechnet, aus welchem der bekannte 
Faktor 4x entfernt ist ( =e, divd = o). Rechnen wir die Zahl 
der Kraftlinien um in die praktische Einheit Coulomb, und 
bezeichnen wir sie alsdann mit N, so haben wir zu setzen: 
“A hin isl sebetw ‘s ait 
und die Gleichung (84) lautet nun so: Me AY 
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Setzen wir den Wert von h ein: h = 65,5-10~*, so ergibt sich: 


Das Elementarquantum der elektrischen Ladung ist: rag 


e = 15,6 - Coulomb. 


Bei der speziellen Annahme gy” =a-sinm(r — t) ergibt 
sich also die Zahl der elektrischen Kraftlinien, die das Wirbel- 
knäuel eines Elementardipols bilden, als ziemlich genau das 
Achtfache des elektrischen Klementarquantums. Jedenfalls 
liegen die beiden Größen N und e ungefähr in demselben 
Größengebiet,. und N ist größer als e. 


Die erweiterten Grundgleichungen der Atherdynamik. 


37. Wir haben auf p. 5 gesehen, daß der von uns an- 
genommene Kohäsionsdruck der elektrischen Ladungen zu- 
sammen mit dem elektromagnetischen Felde immer noch nicht 
ausreicht, um alle Kraftwirkungen in der materiellen Welt zu 
erklären. Es fehlt noch die Gravitation, und wir sind nun 
gezwungen, das System der fundamentalen Größen, in das wir 
(I. p. 518) zunächst so wenig Größen als irgend möglich auf- 
genommen haben, nämlich nur den Sechservektor (§, — i-b) 
und den Vierervektor (v, io), zu erweitern. 

Das nächstliegende wäre, die Gravitation aufzufassen als 
eine der Energie an sich innewohnende Kohäsionswirkung. 
Wenn wir aber an der Gültigkeit des Relativitätsprinzips fest- 
halten wollen, so können wir die Energie nicht für sich allein in 
die erweiterten Gleichungen eingehen lassen, denn die Energie- 
dichte ist in der Relativitätstheorie das letzte Glied der Weltmatrix 
(vgl. I. p. 525, Gleichung (16)), es müßte also schon die ganze 
Matrix als solche in die Gleichungen eintreten. Versucht man 
die Matrix mit irgend einer anderen vierdimensionalen Größe 
durch vierdimensionale Differentialoperatoren zu verknüpfen, 
um auf diese Weise Gleichungen zu erhalten, .die sowohl dem 
Kausalitätsprinzip (I. p. 514) als auch dem Energieprinzip 
(I. p. 521) genügen, so stößt man auf unüberwindliche 
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keiten. Ich habe mich lange mit solchen Versuchen, die 
immer zu recht umständlichen Gleichungssystemen führen, ab- 
gemüht und ich bin überzeugt, daß es auf diese Weise ganz 
unmöglich ist, eine Theorie der Gravitation zu gewinnen, die 
sowohl dem Relativitätsprinzip, als auch dem Energieprinzip 
gehorcht. 

Dagegen kommt man außerordentlich leicht und einfach 
zum Ziel, wenn man nicht der Größe W, sondern der Größe H, 
die in I. auf p. 523 durch Gleichung (7) als H = W—b6-§ + v-f 
definiert ist, das Kohäsionsbestreben zuschreibt. Solange die 
Geschwindigkeiten der materiellen Elementarpartikelchen gegen 
die Lichtgeschwindigkeit klein sind, wird es experimentell 
nicht zu unterscheiden sein, ob W oder ob H für die Schwere- 
wirkung maßgebend ist. Nach Gleichungen (69) und (70) ist 
nämlich für ein bewegtes Massenteilchen: 


fr: dV = 1 


wo die Integrale über das von dem Teilchen erfüllte Volumen 
zu erstrecken sind und wo Z, die Energie des rulenden 
Teilchens, g seine Geschwindigkeit im Verhältnis zur Licht- 
geschwindigkeit bedeuten. Man sieht also, daß sich die beiden 
Integrale praktisch nicht merklich unterscheiden. 

Nun ist die Größe H aber ein vierdimensionaler Skalar, 
und auf diesen läßt sich der Differentialoperator nur in einer 
einzigen Weise anwenden, er liefert einen Vierervektor, den 
Gradienten des Skalars. Umgekehrt kann man auch den 
Vierervektor dadurch mit einem Skalar verknüpfen, daß man 
auf ihn die Operation „Divergenz“ anwendet. Dagegen läßt 
sich ein Sechservektor durch vierdimensionale Differential- 
operationen erster Ordnung nicht mit einem Skalar in Ver- 
bindung bringen. Daraus folgt: 

Das Gravitationsfeld muß notwendigerweise durch einen 
Vierervektor dargestellt werden, nicht durch einen Sechservektor. 

Dieser Satz beruht allerdings auf der Voraussetzung, dab 
die gravitierende Masse durch einen vierdimensionalen Skalar, 
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nämlich die Größe H zu berechnen ist. Anders wäre es, 
wenn die Dichte der gravitierenden Masse die vierte Kompo- 
nente eines Vierervektors wäre, wie die Dichte der elektrischen 
Ladung. Dann würde das Gravitationsfeld ähnlich wie das 
elektromagnetische Feld einen Sechservektor erfordern. Soviel 
ich sehe, ist es aber unmöglich, einen Vierervektor zu finden, 
dessen vierte Komponente angenähert gleich der Energiedichte 
wäre, und die Theorien der Gravitation, welche, wie die von 
O.Heaviside!), H. A. Lorentz?), R.Gans?°), das Gravitations- 
feld ebenso behandeln wie das elektromagnetische, können 
daher entweder nicht mit dem Relativitätsprinzip zusammen- 
stimmen, oder die schwere Masse kann in ihnen nicht gleich 
der trägen Masse sein. 

Um nun die Gleichungen des Gravitationsfeldes aufzu- 
stellen, verfahren wir genau ebenso, wie bei der Aufstellung 
der elektromagnetischen Grundgleichungen in I, Abschnitt 2. 
bis 5. Wir nehmen an, daß zur vollständigen Beschreibung 
der materiellen Welt außer dem Sechservektor (5, —i-b) und 
dem Vierervektor (v, ig) noch ein zweiter Vierervektor (g, ¢-u) 
und ein Skalar » notwendig sind. Diesem Größensystem geht 
ein zweites parallel, das vollständig bestimmt ist, wenn alle 
Größen des ersten Systems gegeben sind. Wir kennen von 
dem zweiten System schon den Sechservektor (6, — ie), den 
Vierervektor (f, ig), die nun allerdings nicht nur von (h, — id) 
und (v, io), sondern auch noch von (g, iu) und & abhängen. 
Wir müssen ferner noch hinzufügen einen Vierervektor (f, iw) 
und einen Skalar H, die (g, iu) und ® entsprechen. Der 
Skalar H soll im wesentlichen identisch sein mit der in I. p. 523 
definierten Größe. Jedoch hängt er ebenso wie die Energie- 
dichte W nicht nur von (§, —id) und (b, ig), sondern auch 
noch von den Größen des Gravitationsfeldes, also (g, iu) und ® 
ab, und die Beziehung (7) wird dementsprechend noch eine 
kleine Änderung erfahren müssen. Wir wenden nun auf (g, iu) 
und » die eine der beiden möglichen vierdimensionalen Vektor- 
operationen an und auf (f, iw) und H die andere. Auf diese 
Weise erhalten wir die einzig mögliche Form für die Ge- 


1) O. Heaviside, Electromagnetic Theory 1. p. 455. 1894. 
2) H. A. Lorentz, Versl. Kon. Ak. Wet. Amsterdam 8. p. 6038. 
8) R. Gans, Physik. Zeitschr. 6. p. 808. 1906. Er 
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setze der Gravitation, die mit dem Relativitätsprinzip im Ein. 
klang ist: bib? cade 
12727 Be ote 


eis ble} ody 


(86) 


Hier soll y eine universelle Konstante bedeuten. Die Glei- 
chungen (85) sind äquivalent mit den folgenden: 


MiadoadA ı dq. ae 0 18 


(87) 0g, Ou 


a: + oy =0, seb! 


Die Gleichungen (86), (87), (88) bilden zusammen ein 
System von fünf voneinander unabhängigen G'eichungen, deren 
jede einen ersten Differentialquotienten einer der fünf neuen 
Zustandsgrößen nach der Zeit enthält. Das Kausalitätsprinzip 
ist demnach erfüllt. 

Das vollständige System der Grundgleichungen der Äther- 
physik mit Einschluß der Gravitationswirkungen wird gebildet 
durch die Gleichungen: (1), (2), (3), (4), (86), (87), (88). 

In den Symbolen der vierdimensionalen Vektoranalysis 
kann man die Gleichungen (85) bis (88) auch so schreiben: 


(9, iu) = w, 

iu) =O. 
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Das Gleichungssystem (85) und (86) würde -formell mit 
dem übereinstimmen, das M. Abraham!) seiner Theorie der 
Gravitation zugrunde legt, wenn man die beiden Vektoren (g, x) 
und (f, iw) einander gleich setzen wollte. M. Abraham geht 
in seiner Theorie von der Voraussetzung aus, daß die Dichte 
der gravitierenden Masse (die er » nennt) ein vierdimensionaler 
Skalar ist, und da er sich in der zitierten Arbeit noch der 
Methoden der Relativitätstheorie bediente, so mußte er zu 
diesem Gleichungssystem kommen, welches das einzige ist, das 
die Relativitätstheorie liefern kann. 

38. Es fragt sich nun vor allem, ob auch nach dem 
Hinzukommen der Gleichungen (86), (87), (88) das Prinzip der 
Energie erfüllt ist. Wir werden also die Gleichungen (87) mit 
den Komponenten eines dreidimensionalen Vektors, sagen wir a, 
multiplizieren, ebenso Gleichung (86) mit einem dreidimensio- 
nalen Skalar s, und addieren. Die Glieder, die Differential- 
quotienten nach den Koordinaten enthalten, sind dann: 


Ou du Ou ot. of et, 


Damit dieser Ausdruck eine Divergenz darstellt, muß sein: 
a=f, s=uw Wir haben somit als letzten Teil der Energie- 
gleichung gefunden: 
dw 
divw.H+t- = 
wobei in dem letzten Summanden für u nach Gleichung (88) 
der Wert Ow/O¢ eingesetzt ist. 
Mit Hinzunahme der Gravitationswirkungen ergibt sich 
also an Stelle von I. Gleichung (5) auf p. 522 als der gesamte 
Energiestrom: 
(89) ‚walls 
weiter als die gesamte Änderung der Bnergiedichte: = = 
(90) dW = e-db+h-db — p-do —v-df + t-dg +u-dw—y-H-do. 


Die Funktion H muß nun anstatt durch Gleichung (7) in 
I. p. 523 durch folgende Gleichung definiert. werden: 


(91) 


1) M. Abraham, Physik. Zeitschr. 13. Pp. 3. 1912, 
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Aus (90) folgt dann: 


Da H eine Funktion von den folgenden Variabeln ist: (d, §, 
0, d, g, u, ®), so haben wir also: 


OH OH 0H 
Aus der letzten der Gleichungen (93) geht hervor, daß: 
(94) 0, v, 9, u). 


Wenn wir nun definieren: 


ad ab de dp 
| 
ag du’ 


wo die gestrichenen Größen alle nur von (d, 5, 0, vd, g, u), aber 
nicht von w abhängen, so ist: ret 


(96) 
f=e-7?-f, l=erro.f, w’, 
Wenn die Gleichungen (93) erfüllt sind, so gilt auch für 
die erweiterten Grundgleichungen das Energieprinzip, und 
wenn in H alle Variablen nur in Kombinationen vorkommen, 
die fir die Lorentzsche Transformation invariant sind, so 
gilt auch das Relativitätsprinzip. 
Es ist somit gelungen, eine Theorie der Gravitation auf- 
zustellen, in der sowohl das Energieprinzip, als auch das Rela- 
tivitätsprinzip gültig ist. 
Gerade auf das letzte möchte ich besonders Gewicht 
legen, da in der hier vertretenen Theorie der Materie ein 
Ansatz, der dem Relativitätsprinzip widerspräche, ohne weiteres 
zu verwerfen wäre. M. Abraham vertritt in seinen Arbeiten 
über Gravitation den Standpunkt?), daß Gravitation und Rela- 


1)M. Abraham, Ann. d. Phys. 88. p. 1056. 1912. 
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tivitätstheorie nicht miteinander vereinbar seien. Wäre das 
der Fall, so müßte man daraus die Folgerung ziehen, daß die 
Gravitation eine sozusagen rein äußerliche Kraft ist, die an 
der Existenz der Materie selbst unbeteiligt ist. Denn gehörte 
sie, wie ich hier annehme, zu den Kräften, die die Form der 
materiellen Elementarteilchen und den ganzen inneren Bau 
der Atome wesentlich bestimmen, und würde sie dem Rela- 
tivitätsprinzip nicht gehorchen, dann wäre es undenkbar, daß 
die Elementarteilchen der Materie und die Kraftwirkungen, 
die sie zu Atomen, zu Molekülen, zu greifbaren Körpern ver- 
binden, bei einer Bewegung der Materie durch den Raum 
ganz allgemein just die Veränderungen erlitten, die zu der 
durch den Michelsonschen Versuch erwiesenen Kontraktion 
der Materie führen. Andererseits glaube ich aber auch, daß 
man auf sehr große Schwierigkeiten stoßen würde, wenn man 
die Gravitation als eine Wirkung behandeln wollte, die bei 
den innersten Vorgängen in den Atomen keine bemerkbare 
Rolle spielte, und ich glaube daher, daß man den Standpunkt 
M. Abrahams aufgeben muß, sobald man die Theorie der 
Gravitation ‘nicht losgelöst von der Theorie der Materie be- 
handelt. Es scheint mir deswegen sehr wichtig zu sein, daß 
man in einer so einfachen Weise Gravitation und Relativitäts- 
theorie miteinander verbinden kann, wie wir es eben getan 
haben. 

Es sei noch bemerkt, daß auch in der durch die Glei- 
chungen (86), (87), (88) erweiterten Ätherdynamik das Hamilton- 
sche Prinzip in der Form, wie wir es in I, Abschnitt 10..kennen 
gelernt haben, gültig ist. Der Beweis bietet keinerlei Schwierig- 
keiten. 


Die Invarianten. 


89. Die Zahl der Invarianten wird durch das Hinzu- 
treten der GravitationsgréBen beträchtlich vermehrt. Es 
kommen nämlich, abgesehen von dem Gravitationspotential a, 
noch vier weitere Größen zu den vier in I. auf p. 531 ge- 
fundenen Größen (24) hinzu, die Funktion H’ in (94) kann 
also möglicherweise von acht unabhängigen Variablen ab- 
hängen. Man kann dazu die folgenden Kombinationen der 
Zustandsvariablen mehmen: 
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(0-6 — [-5])? — (0-9), wald. dol siw 
= 
h=(g-v)—we, idole: 
b = (9-5 — [v-b])-(u-b — [g-d]) — (v-5)-(g-). 


Mit den Methoden der vierdimensionalen Vektoranalysis 


s 


_ sich aus diesen acht Größen berechnen lassen. Ich möchte 
diesen Beweis aber hier nicht wiedergeben. 

Ebenso möchte ich die Formeln, die analog den Formeln (25) 
in L p. 531 nun zur Berechnung der Größen €‘, 6’, p', f’, w’, f 
aus der Funktion H’ führen, hier nicht herschreiben, da sie 
sich ganz leicht ergeben. » ollo 


Die Differentialgleichung des Elektrons. div 


erase 40. Invarianten fir die Lorentzsche Transformation 
_ sind natürlich auch die folgenden Größen: bt 
t.g—-w-u=err®e. (.g—w-u). 


Es- ist für manche Zwecke bequemer, an Stelle der 
Funktion H andere. Funktionen zu nehmen, die sich von ihr 
nur durch einen Summanden unterscheiden, der aus den eben 


wie L p. 524 definieren: 


(98) = + —f-»)- 


Wir können auch setzen: Ire 
D=e-ro.W, 


§) + —f-d), 
4 os wo also ® eine Größe ist, die nur von den Variablen b, 5, 
9%, 9 abhängt, aber nicht von w. Da sich ¢’, g’, f) 
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aus den Variabeln (d, §, 9, », g, u) berechnen lassen, so kann 

man auch umgekehrt (0, §, 0, ») aus (e’, 6’, g, u) berechnen 

und man darf daher @ als eine Funktion dieses neuen Systems 

von Variabeln betrachten: 

(100) De’, g, u)- 

Nun folgt aus (99) und (95): sist cute. 
dD = — d-de'+ §-db'+ 


also: 
oD” ag’ 


(101) 


In dem Falle eines ruhenden Elektrons sind die Größen 
6’, f, wu konstant gleich Null zu setzen und die übrigen drei 
hangen ec ‘ours der Entfernung r vom Zentrum ab. Ich setze: 


Wir haben also eine Funktion ® von nur noch drei 
Variablen: 


Da aber außerdem: 


so haben wir in Wirklichkeit nur noch zwei unbekannte 
Variablen Y und Z und die Ableitung der einen dF/dr in @. 

Für diese beiden unbekannten Variablen F und Z haben 
wir dann die folgenden zwei Differentialgleichungen: _ 
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Bean (34) eine Gleichung zweiter Ordnung für @ war. 


Die Weltmatrix. 


41. Die im vorigen Abschnitt definierte Weltfanktion ® 
Be können wir wie früher (I. p. 525) zur Aufstellung der Welt- 
matrix benutzen. Nach Gleichung (98) und (91) ist nämlich: 


(104) W=OD+ed— + uw. 


Die Weltmatrix läßt sich nun nach genau demselben Schema 
RX = bauen wie in Gleichung (16), indem wir einfach den Gravi- 
tationsvierervektor noch hinzunehmen: 
| — + ¢,d, + 6,6, + — 
>y +5, 6, + — 1, e, + 5,6, + 
d,.b, -10+9,%), 
ed, + 5,6, 
—b-h+e,d, +, 6, +f, 0, 
ed. + b, vs 6+), + G,*%), 
— 0, + Ew), 
i-(e,-b, in e,.b, + t,-u), 
D+ed—p-o+u-w. 


Wendet man auf diese Matrix die Operation dıv an, so 


werden zu den eines materiellen 


nd 
Durch diese beiden Gleichungen ist Gleichung (84) in IL. 
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Durch ganz elementare Rechenoperationen, die nur wenig 
umständlicher sind als die in Abschnitt 25, erwähnten, kann 
man auch für den allgemeinsten Fall, daß in H die sämt- 
lichen Variabeln (97) vorkommen, die Gleichungen beweisen: 


(106) [e-d] + [9-6] + [f-v] + [f-g] = 0, Siew: 
10) [e-h] + [6-d] + + (u-t—w-g)=0, 


welche die Verallgemeinerung der Gleichungen (54) und (55) 
sind. Es ist also: 


+ 5,-6, + + 6,-6, + 0,-f, usw. 
d,-b, — d,-b, — o-f, + = — — turk, usw. 


Die Weltmatriz (105) ist symmetrisch zur Diagonale. 


Berechnung der auf ein Massenteilchen wirkenden Kraft. 


42. Um die ponderomotorische Kraft für ein Massen- 
teilchen zu berechnen, verfahren wir genau wie in 26. Wir 
betrachten ein Volumen 7, in welchem das Massenteilchen 
enthalten ist, und das einerseits. so groß ist, daß auf der 
Oberfläche § schon das im Vakuum geltende Gesetz der Super- 
position erfüllt ist, ande-erseits aber so klein, daß man das 
weit ausgedehnte Feld, welches die Kraftwirkung verursacht, 
in seinem Innern in guter Näherung als homogen ansehen 
darf, wenn man sich das Teilchen wegdenkt. 

Für die Gravitationswirkungen sagt das Superpositions- 
prinzip aus, daß die Differentialgleichungen (86) und (87) in g 
und uw linear sind. Es muß demnach die Bedingung er- 
füllt sein: 

Im Vakuum unterscheiden sich (g, iu) und (f,iw) nur durch 
einen konstanten Faktor. 

Der Proportionalitätsfaktor hängt nur davon ab, wie wir 
die Einheiten definieren.!) Wir wollen festsetzen, daß im 
Vakuum: 


(108) g=f. 


1) Um von dem Faktor e~”® absehen zu dürfen, nehmen wir an, 
daß das Gravitationspotential w so klein ist, daß man e~”® nicht von 1 
unterscheiden kann. Wir werden in 47. erkennen, daß diese Annahme 
die allgemeine Gültigkeit der Beweise nicht einschränkt. : 
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Die Weltfunktion ® muß demnach auf der Oberfläche 8 
des betrachteten Volumens 7 in der Form: HEHE 
darzustellen sein, wo ®, als verschwindend klein a 
werden kann, und zwar mit einem um so kleineren Fehler, je 
größer man 7 nimmt. 

Es sei 8 der Energiestrom, dann ist der Wert des in 7 
enthaltenen Bewegungsimpulses gegeben durch: ait 


Die träge Masse M, die im Volumen 7 enthalten ist, 


wo W die Energ:edichte bedeutet. Die Geschwindigkeit q des 
betrachteten Teilchens ist also: 
aie dat 


_ d& 


Hier bedeutet der erste Summand der rechten Seite die 
zeitliche Änderung des Bewegungsimpulses in dam rubenden 
Volumen /, in welchem sich das Teilchen voranbewegt, also 8 
sich ändert, der zweite Summand die Änderung des Bewegungs- 
impulses, die man im Volumen 7 berechnet, wenn man das 
Teilchen in Ruhe und 8 ungeändert sein läßt, aber 7 mit der 
Geschwindigkeit q vorschiebt. Beide zusammen ergeben die 
zeitliche Änderung von © in einem mit dem Teilchen fest ver- 
bundenen und mitbewegten Volumen /. 

Wir setzen nun für 08/0¢ die nach Gleichung (58) zu 
berechnenden Werte ein und bekommen durch eine einmalige 
Integration (vgl. Gleichung (62)): : 
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Da auf $ das Superpositionsprinzip gilt, so sind die Kompo- 
nenten von py sowohl wie von 8 Ausdriicke zweiten Grades 
in den Zustandsgrößen, und zwar setzt sich ® additiv zu- 
sammen aus einem Ausdruck, der nur die elektromagnetischen 
FeldgréBen enthalt, der Kraft des elektromagnetischen Feldes, 
und einem Ausdruck, der nur die GravitationsgréBen g und u 
enthalt, der auf das Teilchen wirkenden Gravitationskraft. Da 
der erste uns bekannt ist, interessiert uns hier nur noch der 


zweite. Wir rechnen also mit: Oe vat 
9, 9.» 


Ausdriicken, die sich aus der Matrix (105) ergeben, wenn man 
des t=g, u=w und für ® den Wert (109) nimmt, wenn man 
ferner alle Glieder mit b uhd e wegläßt. 

Wir können uns nun ferner die einzelnen Komponenten 
der Zustandsgrößen nach dem Superpositionsprinzip additiv 
zusammengesetzt denken aus je zwei Größen, einer, die dem 


I": Kigenfeld des Teilchens entspricht und die wir mit dem Index 0 
bezeichnen wollen, und der Größe des weit ausgedehnten 
Feldes, in welchem sich das Teilchen oe der wir den 

lie Index 1 geben wollen: : te 


- 
8 | Wir bekommen für die Tensorkomponenten p und für die 


at Komponenten von 8 Summen von je drei Ausdrücken, von 
las denen sich der erste nur aus Größen mit dem Index 0, der 
ler zweite aus Größen mit verschiedenen Indizes, der dritte aus 
lie Größen mit dem Index 1 zusammensetzt: gegen, Wark 


(20” — Gyo" do 
Piy Gyo — (Ger * Gyo + Geo * Gyr) 
Mis =— — Boer) — Bar? 
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Dementsprechend zerfällt auch ® in drei Summanden, die 
man durch $,,, bezeichnen könnte. ®,, würde man 
erhalten, wenn man das ausgedehnte Feld, in welchem sich 
das Teilchen bewegt, gleich Null setzt (g, =0, „=(0). Da 
nun das eigene Feld des Teilchens mit sich im inneren Gleich- 
gewicht ist, so kann das Teilchen sich in einem Raum ohne 
Feld (g, =0, u,=0) nur mit konstanter Geschwindigkeit be- 
wegen, es ist demnach ®,,=0. Genau ebenso ergibt sich 
®,,=0. Es bleiben also zur Berechnung von $ nur die 
Glieder übrig, die wir durch ®,, charakterisiert haben. Bei- 
spielsweise ergibt sich für die z-Komponente der Kraft: 


Ber + 8,048, + 8.048, u. 


8 


+ 2S, — g,5-48,) 


+ + 9,-d8 +4-dS) 
Dabei ist von der Annahme Gebrauch gemacht, daß das 
ausgedehnte Feld g,, ~, im Innern des Volumens / als kon- 
stant betrachtet werden darf. Ferner ist zur Abkürzung 
gesetzt: 


dS.cos(N,z)= dS,, dS.cos(N,y)=dS, d8-cos(N,z) = d8,. 


y 
Aus der Eigenschaft des Vektors g, daß (nach Gleichung (87)): 
tg=0, it 
folgt: 


8 
Der dritte und vierte Summand des eben hingeschriebenen 
Wertes für ®, fallen also weg. Die übrigen Summanden ver- 
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Ich lasse nun im folgenden die Indizes wieder weg und 
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wandle ich wieder in Raumintegrale, indem ich gleichzeitig 
mehrmals davon Gebrauch mache, daß auf der Fläche § gilt 


Ox Ox 


—*,- .dV 
dw dw 0 w, 
Nun ist aber: 
Ö Gro _ 9920 _ Buy 
dx dy + qs di + dx 
und: 
Ow, du, Ow, 


at. dt, , Ow, 

i f (ae dz ax 

3 3 ER 
Der zweite Summand ist Veen klein gegen den ane. 


Denn da im Innern des Volumens 7 w, und g,, verschwindend 
klein gegen w, und g,, sind, so fällt er gegen das Glied: 


d 


das in einer anderen Formel für ®,, nämlich: sb, 
d x d = 
p, = 28: = 2 0,0 + 
vorkommt, weg, er muß also RER gegen den Wert — 
von ®, überhaupt sein. Wir haben somit: an 3 


ot, dw m 
Vv 


setze nach (86): 


of, 4 
3 vo + 5 
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40 G. Mie. 
wo nun also H die Hamiltonsche Funktion des Eigenfeldes 
des Teilchens bedeutet, ferner setze ich g, =g, verstehe also 
unter g die Feldstärke des ausgedehnten Feldes, in dem sich 


das Teilchen bewegt. Es ist dann: 
[mar 
V 


iR Wir haben die schwere Masse m, des Teilchens zu defi- 


und es ist: ay 


Wir kénnen demnach folgenden Satz aussprechen: 

Im Gravitationsfeld gibt es nur eine Art von Kraftwirkung, 
die Schwerewirkung, und nichts, was zu dieser in einer ähnlichen 
Beziehung stände, wie die magnetische Kraftwirkung zur elek- 
trischen. Dafür ist aber die schwere Masse eines materiellen 
Teilchens im Gegensatz zu der konstanten elektrischen Ladung 
von seinem Bewegungszustand abhängig. 
Denn, wie wir auf p. 26 gesehen haben, ist: 


119) m = yl Ms » age) AY afd, 


wenn wir unter m, die schwere Masse des ruhenden Teilchens 
verstehen. Man erkennt tibrigens ohne weiteres die Giltigkeit 
des folgenden Satzes: 

In einem ruhenden Massenteilchen sind die träge Masse und 
die schwere Masse identisch. 

Beide sind m, = E,. Wie weit sie sich in einem be- 
wegten Körper unterscheiden, werden wir in einem späteren 
Abschnitt (45.) sehen. 

Ich denke mir nun zwei ruhende oder langsam bewegte 
Teilchen von den schweren Massen m,, und m,,. In dem 
leeren Raum, der sie umgibt, berechnet sich die Feldstärke 
der Gravitation, weil divf=—y-H ist und im Vakuum g=!: 
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wo r, und r, die von den Teilchen ausgehenden Radien- 
vektoren bedeuten sollen, und zwar laufen die Feldlinien zu 
dem das Feld erregenden Teilchen hin. Befinden sich beide 
voneinander im Abstande r=r, =r,, so ziehen sie sich dem- 
nach mit der an beiden gleich großen Kraft an: Be 

2 a 
(114) 

In unserer Gravitationstheorie gilt sowohl das Gesetz von der 
Gleichheit der Wirkung und Gegenwirkung, als auch das Newton- 
sche Attraktionsgesetz. 

Beide Gesetze sind eine notwendige Folge des im Vakuum 
geltenden Superpositionsprinzips. 

Da ferner nach dem Superpositionsprinzip die Gravitations- 
felder von sehr vielen Massenteilchen, die nur die Sinkstellen 
des Vektors £ bedeuten, sich einfach zueinander addieren, so 
folgt, daß die anziehende Wirkung eines Weltkörpers durch das 
Dazwischentreten eines anderen Körpers in keiner Weise alteriert 
wird, sondern sich unverändert der Wirkung dieses zweiten Körpers 
superponiert, m. a. W., daß sich die Gravitation nicht ab- 
schirmen läßt. = 

Die Energiedichte berechnet sich nach der Formel: 


im Vakuum, wo e=d, o=0, dv=0, f= 9, w=u, 
folgendermaBen: 


W =1(e? + + g? +). 


Die Energiedichte des Gravitationsfeldes im Vakuum ist eine 
positive Größe. 

Diesen Satz, der mit Rücksicht auf die anziehende Wir- 
kung des Gravitationsfeldes beachtenswert ist, hat schon 
M. Abraham aus seinem Ansatz der Gravitationsgleichungen 
hergeleitet. 

Wir wollen schließlich noch aus dem oben hingeschriebenen 
Newtonschen Attraktionsgesetz (114) den Wert der universellen 
Konstanten y zahlenmäßig berechnen. In Formel (114) sind 
die beiden schweren Massen m,, und m,, in Erg zu rechnen. 
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woe die Lichtgeschwindigkeit (3-107). Das Attraktionsgesetz 


Bezeichnen wir die gewöhnlich so genannte Gravitations- 
konstante mit x, so haben wir demnach: 


Setzen wir hier ein: 


y = 1,016. 10-%, 


4 


Die träge Masse eines materiellen Teilchens. 


43. Wenn £, die Energie eines ruhenden Teilchens ist, 
80 ist die Energie desselben Teilchens bei Bewegung mit der 
Geschwindigkeit q, wie aus dem Laueschen Bots folgt +): 


4% 


_ Nach (91) und (98) ist die Energiedichte: sur a 


also mit Rücksicht auf (64) und (65): Ban 


| 


Diese Formeln treten jetzt also an die Stelle der Formeln (66). 


1) M. Laue, Das Relativitätsprinzip p.170. 
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Aus den Gleichungen (85), (86) läßt sich leicht folgende 
Formel herleiten: 


t-g — w-u = div (f-o) + + y-o-H. 


Daraus ergibt sich fiir ein ruhendes Guild Partikelchen, 
indem man über das ganze von ihm erfüllte Volumen 7, 
integriert: 


um 
Vo Vo Vo 


An Stelle der drei Gleichungen auf p. 10 erhalten wir 
mit Berücksichtigung der Gravitationsglieder aus dem Laue- 
schen Satz die folgenden Gleichungen: 


— Byo-Byo — Tyo + Byo + 

— dan — + + = Ly. 
Durch Addition ergibt sich mit Rücksicht auf (65): 

(118) By f — Bord — + dM, 


an Stelle von (71' wh 
Im Felde eines Elektrons ist §,=0, u,=0, folglich: = 


(119) =—}- [od + a?,, 


und dabei ist zufolge (64) und (115): 


mo 


Nach Formel (119) sind die Beweise, die wir auf p. 13. ge- 
bracht haben, nicht mehr streng zu führen. Trotzdem ist es 
wohl ziemlich wahrscheinlich, daß die eigentümlichen Aus- 
sagen über das Vorzeichen von e und im Innern des Elek- 
trons tatsächlich bestehen bleiben. 
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44. Es sei g,, g,, 9,, « das Schwerefeld eines materiellen 
Teilchens, dessen schwere Masse im Ruhezustand m, sein 
E Nach (85) läßt sich g stets aus einem Schwerepoten- 
tial lw berechnen: 


_ do do 
= Ox’ .= Ox 


und ® ist dabei ein vierdimensionaler Skalar, d. h. eine In- 
_ variante für die Lorentzsche Transformation. Das Teilchen 
möge sich mit der Geschwindigkeit g in der Richtung der 
a positiven z-Achse bewegen. Wir wollen dann auf Ruhe trans- 
formieren, d. h. wir wollen dem Punkt z,y,z zur Zeit ¢ einen 
2 Punkt z,,%,, 2, nach folgenden Gleichungen zuordnen: 


ay =2 = =——;, ——— 

ee » % Y; 0 Vi-@ 0 Vi-@ d. Pe 
_ Der Mittelpunkt des materiellen Teilchens sei derjenige Punkt, 
dem z,=0, „=(0, 2,=0 zugeordnet ist, der also die Ko- 
 ordinaten x=0, y=0, z=gt hat. Der Abstand des Punktes 
z,y, z vom Mittelpunkt des Massenteilchens ist: 


der Abstand des zugeordneten Punktes z,, y,, 2, von dem 
Mittelpunkt (0, 0, 0) des ruhenden Teilchens ist: 


= + + 
Wir acon diese Größe auch als Funktion z, y, z, ¢ berechnen: 


% 
(122) patty +S 
q 


Bezeichnen wir den Winkel zwischen der positiven PN 
und dem Radiusvektor r mit #, so ist: 


und wir haben demnach: tole 
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Wir wollen noch folgende oat einführen: 


yı #7 - cos? } = p, Ans: 
=r-p. 


Nun ist das ee @ für ein ruhendes Teilchen 


leicht zu berechnen, nämlich: 


YM 


Ann, 


Da » für die Lorentzsche Transformation invariant ist, so 
folgt, indem man (122) und (123) anwendet, daß das Poten- 
tial für das bewegte Teilchen sich im Punkt (z, y, z) nach der 
Formel berechnet: 


(124) 


m, 

(125) y ip? 

4 
1—q* Amp! 


oder, wenn wir mit g, die Komponente des Feldes senkrecht 
zur Richtung der Bewegung (z) bezeichnen: 


= ’ > > 
26) 
(I 8) 9, Anr (- "Rürpers’ 


wo der Wert von p aus Formel (123) einzusetzen ist. 
Aus den Formeln (126) geht deutlich das folgende hervor: 
In der Umgebung eines bewegten materiellen Korpers be- 
kommen die Gravitationslinien, die vom ruhenden gerade in 
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radialer Richtung ausgehen, eine gekrümmte Form, außerdem be- 
kommt das Feld im leeren Raum in der Nähe des bewegten Teil. 
ehens Quellpunkte und Sinkstellen. 

Das letzte ist leicht so zu sehen: Im leeren Raum ist 
g=fundu=mw, da nun « und ebenso Öu/dt von Null ver- 
schieden ist, so gilt das auch von divg, denn: 

dw Ou 


divg = divf=— 


Fix 4 d N 


IS. os der Gravitationslinien von einem sehr schnell bewegten Partikelchen. 


Erst, wenn q sehr beträchtliche Werte annimmt, wird 
die sonderbare Verzerrung des Gravitationsfeldes bemerkbar. 
Die Gleichung einer Kraftlinie ist 
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wo a der zur Kraftlinie gehörende Parameter ist. Man sieht 
sofort, daß bei kleinen Werten g die Kraftlinie kaum vom 
Radiusvektor abweicht, a ist alsdann gleich cotg9. Ist aber 
beispielsweise g? = }, so sind die Kraftlinien schon zu Pa- 
rabeln geworden. Das Gravitationsfeld hat dann das in der 
nebenstehenden Zeichnung (Fig. 1) dargestellte Aussehen. Je 
mehr sich g der Lichtgeschwindigkeit (der 1) nähert, um so 
mehr biegen sich die Kurven auf, so daß das Gravitationsfeld 
sich immer mehr um die Äquatorialebene konzentriert. Zu- 
gleich sinkt die Feldstärke immer mehr und mehr gegen Null, 
und zwar konvergiert g, gegen Null wie )(1—g%)°, g, und u 
wie Y(1 — q?). 

45. Wir wollen uns einen Körper denken, dessen Ele- 
mentarpartikelchen alle relativ zueinander vollkommen in 
Ruhe seien, wie es vielleicht beim absoluten Nullpunkt der 
Temperatur sein mag. In diesem Körper ist die träge Masse 
identisch mit der schweren Masse, wir wollen sie als Ruhmasse 
mit m, bezeichnen. 

In dem betrachteten Körper mögen nun die Elementar- 
partikelchen, etwa durch Temperaturerhöbung, in Schwingungen 
geraten. Die durchschnittliche Geschwindigkeit eines Partikel- 
chens sei g, dann ist 


apis. toda E 2 Heid fis: 
die durchschnittliche NEE eines Partikelchens, 
falls Z, seine Ruhenergie ist. Die schwere Masse des Partikel- 
chens beträgt nach (113): 


Die schwere Masse des ganzen betrachteten Körpers m, 
nimmt also mit wachsender innerer Bewegung seiner Elementar- 
partikelchen ab. Und zwar können wir die Änderung der 
schweren Masse schätzungsweise angeben, wenn wir wissen, 
wie groß die Energie der inneren Bewegungen ist, Sie be- 


trage Q Erg, dann ist: 


x 
b 
= 
ty 
i 
~ 
2 
nd 
i 
m~ mM, Q, 


; — die Masse in Erg gerechnet wird, oder: ge wal 


wenn die Masse in Grammen gerechnet wird. a 
dem betrachteten Körper eine Bewegung von der Geschwindig- 
keit v, so wird die ganze Geschwindigkeit g’ eines Elementar- 
_ partikelchens, das sich relativ zum Körper mit einer Ge- 
_ schwindigkeit g in einer Richtung bewegt, die mit der Richtung 
von v den Winkel # bildet, nach dem Satz von der Addition 
Geschwindigkeiten }): 


Energie Teilchens berechnet sich zu: 


Vi-@-Vi-2 


Wir nehmen an, daß die Teilchen in dem Körper ganz regellos 
schwingen, so daß jede Richtung von g gleich oft vorkommt. 
Von einer großen Zahl N von Partikelchen bewegt sich dann 
in jedem Moment der Bruchteil: 


dN = n. 22°80 _ dd 
4a 

‚so, daß die Richtung der Bewegung q dieser dN-Partikelchen 
mit der Richtung von v gerade einen Winkel bildet, der 
zwischen # und ++ dd liegt. Wir bekommen die Energie 
aller N-Teilchen, wenn wir den eben berechneten Wert der 
Energie eines Teilchens mit der Zahl dN multiplizieren und 
über von O bis a integrieren. Da nun: 


2 fe cos #- sin -dd = 0; = 2,0 
so erhält man als die gesamte Energie der N-Teilchen: 

By 
- 


+.. 


1) M. Laue, Das Relativitätsprinzip p. 48. 
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Die träge Masse m des Körpers ist also, wie übrigens schon 
bekannt, auch wenn seine Elementarpartikelchen schwin en, 
einfach gleich seinem gesamten Energiegehalt 


Nennen wir wiederum die Energie der inneren Bewegungen 2 


oder: 4 0 Pes 


Q 
mm mM, 7.10% Gramm. 


Träge Make “ae schwere Masse eines Körpers sind nur 
dann vollständig identisch, wenn die Elementarteilchen des Körpers 
keine inneren Bewegungen ausführen. Verborgene Bewegungen 
der Elementarteilchen bewirken eine Zunahme der trägen Masse 
und eine Abnahme der schweren Masse. 

Da nun jedenfalls in der Materie immer verborgene Be- 
wegungen vorhanden sind,- die mit wachsender Temperatur 
zunehmen, so folgt weiter: 

Das Verhältnis der schweren Masse zur trägen Masse, also 
auch die sogenannte Gravitationskonstante, ist für jeden Stoff eine 
Funktion der Temperatur, die mit wachsender Temperatur ab- 
nimmt. 

Für nicht gar zu große Wärmebewegungen können wir 
die eben berechneten Näherungswerte für m, und m benutzen: 


i i 

wenn m und Q beide in Erg gerechnet TE oder: = 

I. 100.m’ 


wenn Q in Erg und m in Gramm gerechnet wird; Q:m ist 
der Teil des Wärmegehaltes der Masseneinheit des Körpers, 
welcher die kinetische Energie der molekularen Bewegung 
darstellt. 

Die Änderung der Gravitationskonstunte mit der Temperatur 
ist in verschiedenen Stoffen verschieden groß, und zwar ist sie 
um so größer, je größer der Teil der spezifischen Wärme des 
Stoffes ist, welcher der kinetischen Energie der molekularen Be- 
wegungen entspricht. 


Annalen der Physik. IV. Folge. ack: 
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Man könnte daher die Sätze, die aus unserer Gravitations- 
theorie folgen, in der Weise experimentell nachzuprüfen ver- 
suchen, daß man die Schwerebeschleunigung einmal mit einem 
Pendel bestimmt, dessen Linse aus Lithium besteht, und darauf 
unter genau gleichen Umständen mit einem Pendel, dessen 
Linse aus Blei besteht. Das zweite Pendel müßte einen 
größeren Wert der Schwerebeschleunigung geben als das erste. 
Um die Möglichkeit des Experiments zu prüfen, wollen wir 
die Veränderlichkeit des Verhältnisses m /m für den Stoff be- 
rechnen, der sie am stärksten zeigen muß, nämlich Wasser- 

Stofigas. Dieses hat eine spezifische Wärme c, von 2,5 cal. 
- pro Gramm und pro Grad Celsius, also in Erg "umgerechnet: 
 1,05-10® Erg. Daraus ergibt sich: 


10° 


0 = 6000° 14-107", 


# Man miiBte also die Schwerebeschleunigung bis auf den 
_ Bruchteil 107! oder 10712 genau bestimmen können, um bei 


_ wenn man bei Zimmertemperatur beobachtet. Ähnlich genau 
£ _ müßten auch die Messungen sein, wenn man auf astronomischem 

Bac etwa nach einer Inkonstanz der Gravitationskonstante 
2 suchen wollte. Denn wenn hier auch die höheren Temperaturen 
ER vieler Himmelskörper eine Rolle spielen könnten, so muß man 
En dafür auch wieder die größeren Atomgewichte der Stoffe be- 

achten, aus denen die Himmelskörper meistens bestehen. 

Praktisch sind schwere Masse und träge Masse nicht zu 
5 unterscheiden. 


Longitudinalwellen im Äther. 


N 46. Die scheinbar interessanteste Konsequenz aus der hier 
entwickelten Theorie der Gravitation, auf die übrigens auch 


N Im allgemeinen ist die spezifische Wärme der Körper um M 
80 größer, je kleiner die Atomgewichte seiner Bestandteile sind. | 
’ g 
ARE 
o> wo © die absolute Temperatur Dei der die Messung aus- 
ve medenem Material ger Fengeilinse Unterschiede zu nunden 
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M. Abraham!) schon bei der Aufstellung seines Ansajzes hin- 
gewiesen hat, ist, daß sie Longitudinalwellen im Äther voraus- 
sagt. Man sieht das sofort aus der Form der Gleichungen (85) 
und (86). Die Gleichungen (85) sind vollkommen identisch mit 
den Bewegungsgleichungen einer kompressiblen, vollkommen 
elastischen Flüssigkeit, die unendlich kleine wirbelfreie Be- 
wegungen macht, wenn man @ als das Geschwindigkeitspotential 
ansieht, und Gleichung (86) ist die sogenannte Kontinuitäts- 
gleichung, wenn man H =O setzen kann, was im Vakuum 
jedenfalls erlaubt ist. Voraussetzung ist allerdings, daß (g, iu) 
und (A, iw) einander proportional sind, was nach dem Super- 
positionsprinzip im Vakuum der Fall ist. Es ergibt sich dann 
für w die Wellengleichung: 

aus der man sieht, daß die Geschwindigkeit der longitudinalen 
Wellen im Äther gleich 1, d. h. gleich der Geschwindigkeit 
der Lichtwellen ist. 

Aus der Analogie zu den Longitudinalwellen in einer 
kompressiblen Flüssigkeit erkennt man, daß im Äther Longi- 
tudinalwellen von schwingenden materiellen Teilchen aus- 
strahlen müssen. Denn wenn ein materielles Teilchen schwingt, 
so bewegen sich erstens die Sinkstellen des Vektors g perio- 
disch hin und her, und zweitens variiert auch der Betrag der 
Sinkstellen periodisch, insofern die gravitierende Masse des 
Teilchens im Moment der stärksten Bewegung ein Minimum, 
und im Moment der Ruhe ein Maximum hat. Es entstehen 
also um ein schwingendes materielles Teilchen herum zwei 
verschiedenartige longitudinale Kugelwellen, und zwar bemerkt 
man schon, daß die zweite Art die doppelte EN 
der ersten hat. 

Wir sehen hieraus, daß Lichtwellen, soweit sie durch 
schwingende Elektronen ausgesandt werden, und Röntgenstrahlen, 
die bei der plötzlichen Bremsung bewegter Elektronen ent- 
stehen, immer von einer Strahlung longitudinaler Wellen be- 
gleitet sein müssen. Dagegen läßt sich dasselbe nicht ohne 
weiteres von solchen Lichtwellen behaupten, die aus explodierten 


1) M. Abraham, Physik. Zeitschr. 13. p. 1. 1912. 
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Dipolen (nach Abschnitt 32) bestehen. Wir wollen nun be- 

rechnen, wie groß die Intensität der von einem schwingenden 

materiellen Teilchen ausgesandten Schwerewellen ist. 

3 Wir wollen der Einfachheit halber annehmen, daß in der 
ganzen Umgebung des Teilchens, wenn es in Ruhe ist, die 

= Vektoren § und » Null seien, ebenso u=0. Dann ist die 

2 Energie des ruhenden Teilchens immer: 


Befindet sich das Teilchen dabei in der Gleichgewichtslage, 


ist speziell: 
= { Hy-a7. 


_ In anderen Lagen ist H > E,, wir müssen dabei eventuell zur 
eee von E die weitere Umgebung des Teilchens mit 
in Betracht ziehen. 

; Schwingt das Teilchen durch die Ruhelage hindurch mit 


: der q, so ist seine Energie: 


Ist also Z die gesamte Schwingungsenergie, die (abgesehen von 
der Strahlungsdämpfung) während der Schwingungen konstant 

, so ist imi Augenblick des größten Anschlages, wenn 
thug f# = £, 


Aye 


Wir wollen nun folgende Abkürzungen brauchen: 
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Denken wir uns u als das Massenteilchen, so können wir uns 
den ganzen Schwingungsvorgang so vorstellen, daß sich erstens 
der Massenmittelpunkt von u mit einer periodischen - Ge- 
schwindigkeit bewegt, die wir g nennen wollen, und daß 
zweitens die Masse des Teilchens u sich dabei periodisch 
ändert, wir werden mit genügender Genauigkeit rechnen können: 


(128) 
wo u, der Wert für g= 0 ist. Ob das Teilchen dabei irgend 
welche Formänderungen erfährt, wird für die Intensität der 
ausgesandten Welien unwesentlich sein. 

Wir wollen uns im folgenden auf den Fall linearer 
Schwingungen des Teilchens, bei denen also g seine Richtung 
nicht ändert, beschränken. Wir wollen setzen: 


(129) qg=a-sin2ant. 


An Stelle des Schwerevektors g und uw berechnen wir zu- 
nächst etwas anders definierte Größen, die wir g’ und wu’ nennen 
wollen und die folgenden Gleichungen genügen sollen: 


dv’ +—— 


Im Vakuum, wo gund k, u und w miteinander identisch 
sind, stimmt die Definition von g’ und wu’ sowie »’ mit der 
von g, « und ® überein, im Innern des materiellen Teilchens 
aber nicht, weil hier k und g, u und w nicht als identisch 
angesehen werden dürfen. Aus (130) ergibt sich für w’ die 
bekannte Differentialgleichung: 


o’ 


a 0? w’ 


(131) 


die vollständig mit der Differentialgleichung übereinstimmt, 
der das skalare Potential des elektrischen Feldes um ein be- 
wegtes elektrisches Teilchen herum gehorcht, wenn man 
+y-H als die Dichte der elektrischen Ladung annimmt. 
Diese Gleichung kann man aber nach der von E, Wiechert’) 
angegebenen Methode leicht integrieren, wenn man sich auf 


1) E. Wiechert, Ann. d. Phys. 4. p. 682. ww. 
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Raumgebiete beschränkt, deren Entfernungen vom Massen- 
mittelpunkt des bewegten Teilchens unendlich groß im Ver- 
gleich mit den Dimensionen des Teilchens sind. Es ist nämlich: 


(132) (2, y, z,t) = 


4a cos #) 


u=[H- dV zur Zeit £. 


Hier 2, Y,, 2, denjenigen Punkt ‘Bahn, 
die der Massenmittelpunkt des Teilchens beschreibt, von dem 
eine Lichtwelle den betrachteten Raumpunkt (z, y, z) gerade 
zur Zeit ¢ erreichen wiirde, und ¢, ist der Moment, in welchem 
der Massenmittelpunkt des Teilchens gerade durch (z,, y,, z,) 
geht. r ist die Verbindungsstrecke von (z,, y,, z,) mach (z, y, * 
Da wir die Lichtgeschwindigkeit gleich 1 gesetzt. haben 


ist also: 


% soll der Winkel zwischen dem in dem Sinne von (z,, y,, z,) 
nach (z, y, z) gerechneten Radiusvektor r und der Richtung 
der Bewegung g sein. g ist nach (129) als Funktion von ¢, 
gegeben: g = a-sin2an-t, (£ hat jetzt eine andere Bedeutung). 
Nehmen wir die. Richtung der Bewegung des schwingenden 
Teilchens als Richtung der z-Achse, so sind z,, y, Konstanten 
und z ist, eine Funktion von 4: 


Nach (129) haben wir zu setzen: 
cade 


Durch die Gleichung: 


: 53 wenn man für z, und y, ihre konstanten Werte und 
A = f(4) einsetzt, die Größe ¢, implizite als Funktion von 

6 y, 2, N) definiert und man kann ohne Mühe die Differential- 
quotienten 
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ausrechnen. Da nun g und demnach auch u Funktionen von 
t, sind, so kann man sie ebenfalls nach z, y, z, ¢ differentiieren, 
wir wollen dabei die Abkürzung gebrauchen: 


Endlich kann man auch für r und r-q-cos it = (z—z,)-¢ die et 
Differentiationen ausführen und nun den Vektor g’ und w 
berechnen: 
za = . 


Die Rechnungen sind von M. Abraham in seiner ,,Theorie 
der Elektrizität“ Bd. II im § 13 p. 92ff. genau durchgeführt, 
ich brauche deswegen nur die Resultate hinzuschreiben. Dabei 
werde ich, weil alles zur z-Achse symmetrisch ist, von g’ nur 
zwei Komponenten, nämlich g, und g,’ | g,’ angeben: 


G-cos #- sin 


-p- sind, 


4n-r+(1—q-cost)* 


; «(cos — g) 
9) 


4n-r*-(1—q + cos q (cos — 9) 
q cos} 4a-r+(1—g- 0089)? 


Diese Ausdrücke zerfallen in zwei Teile, von denen der 
erste mit r~*, der zweite mit r”! proportional ist. Die beiden 
Summanden des zweiten Teiles enthalten als Faktor entweder: 


-a-cos2ant 
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Der zweite Teil der Ausdrücke verhält sich zu dem ersten 
Teil der Größenordnung nach wie 1/4:1/r, wo A die der 
Schwingungszahl n entsprechende Lichtwellenlänge ist. 

Wir wollen uns nun auf solche Schwingungszahlen n be- 
schränken, deren Lichtwellenlänge 2 im Vergleich zu den 
Dimensionen des schwingenden Teilchens in dem Maße un- 
endlich groß ist, daß es Entfernungen r vom Teilchen gibt, die 
gegen A unendlich klein, gegen die Dimensionen des Teilchens aber 
noch unendlich groß sind. 

Zufolge dieser Annahme gibt es Werte von r, für welche 
die Formeln (133) noch gelten, obwohl r unendlich klein 
gegen A. Für diese kleinen Werte von r können wir mit guter 
Näherung rechnen: 


g, = (1 — 9*)- sin 
4n-r*-(1—q- cos (cos Bs... 24 
you 


4n-r*-(1—q+cos #)® (cos —q). 


Es läßt sich leicht zeigen, daß diese Formeln: vollständig 
mit den Formeln (123) übereinstimmen, die das Feld eines 
mit der Geschwindigkeit g bewegten Massenteilchens darstellen. 

Um das einzusehen, müssen wir bedenken, daß r die Ent- 
fernung des Punktes (z, y, z) von dem Ort. des Teilchens zur 
Zeit t, =t—r bedeutet. Bezeichnen wir die Entfernung 
zwischen (zx, y, z) und dem Ort des Teilchens zur Zeit ¢ mit r', 
ferner den Winkel zwischen r’ und der z-Achse mit 9, so 
sieht man aus Fig. 2 sofort, daß: 


r-cos i} = =r + r-q. 


Kine elementare Rechnung führt zu der Formel: LOSE 
sin? #) = r?-(1—g- 
oder: 


Bi 
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2 


sten Beachtet man nun noch, daß: 


so ergeben sich aus (134) ohne weiteres die Formeln (125), 
wobei: 


In Entfernungen, die groß gegen die Dimensionen des Teil- 
chens sind, aber. doch noch zu seiner näheren Umgebung gehören 
(r klein gegen A), stimmt der Vektor g' und u’ vollständig mit dem 
Schwerevektor g und u des sich bewegenden Massenteilchens überein. 

Daraus folgt, daß das für alle Entfernungen gilt, die groB 
gegen A sind. Nur im Innern des Teilchens und in der aller- 
nächsten Nachbarschaft ist g’, u’ von g, u zu unterscheiden. 
Da uns aber diese Gegenden nicht interessieren, werde ich im 
folgenden die Striche einfach weglassen und setzen: 


u=u. 


NER, 
57 
cos — gq = — + cos 
un- und setzt man, wie früher (121): 
hd 3 ~ pe. 
die 
aber 
h 
che 
in Übereinstimmung mit Formel (113). 
ig. 
so ig. 2. 


‘ 


In großen Entfernungen, wo r unendlich groß gegen A 
ist, haben wir die reinen longitudinalen Kugelwellen, nach 
denen wir suchen. Wir brauchen da nur den zweiten Teil 
der Ausdrücke (133) zu berücksichtigen: 

indem wir beachten, daß 


Eine kleine Umrechnung ergibt: 
8, 4ar+(1—q-cos 


- 608.4 sin #. 


Rechnen wir ebenso g, und u aus, so bekommen wir schließ- 
lich für die Zustandsgrößen in der longitudinalen Welle in 
großen Entfernungen vom schwingenden Teilchen die folgenden 
Ausdrücke: 
cos &)*-(1—g*) 


-(q- cos #—q-q)-sin#, 


-(q-cos #—q-q)- cost, 


Man sieht hieraus, daß g immer radial zum Teilchen hin 
gerichtet ist, und daß dem Betrage nach g = u. Ferner er- 
kennt man deutlich die beiden Wellen, von denen oben die 
Rede war, das Glied g- cos kommt durch die Hin- und Her- 
bewegung der Sinkstellen des Vektors g zustande, und das 
Glied g-g durch die Veränderung der schweren Masse des 
Teilchens bei seiner Bewegung. Da: 

a*- sin2ant-cos2ant = }4a*-sindant, 
so hat die zweite Welle die doppelte Schwingungszahl der 
ersten. Macht das Teilchen sehr große Ausschläge, so daß g 
nicht so sehr weit unter 1 liegt, so bewirkt der Faktor vor 
der Klammer, daß die ausgesandte Strahlung aus nicht rein 
sinusförmigen Schwingungen besteht. Es hat wenig Interesse 
für uns, diese Komplikation hier. genauer zu diskutieren, weil 
bekanntlich Bewegungen materieller Teilchen, deren Ge- 
schwindigkeit nicht weit unter 1 liegt, äußerst selten sind. 
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Wir wollen also allein den Fall diskutieren, daß q sehr klein 
ist. Dann fällt auch g-g gegen g-cos# wis und wir be- 
halten nur die erste Welle übrig: 


Hier ist u einfach die Masse des Teilchens, da bei kleinen 
Geschwindigkeiten träge Masse und schwere Masse identisch 
sind. Setzen wir in (136) ein: 


cosant, 
so berechnet sich der Energiefluß der Welle in der Ric oun sau: 


y’ 


2 
8 16n°. r? 


hieraus bekommt man die Intensität, indem man über die 
Zeiteinheit integriert: 
(137) }- $a?- cos? F. an 
Wir wollen uns nun eine sehr große Zahl N schwingender 
Teilchen denken, die ganz regellos im Raum orientiert sind, 
aber alle linear schwingen mit der Amplitude a. Da auf die 


Kugelzone zwischen und eine Zahl 
dN=2. sin? - dd 


kommt, so erhalten wir die ganze Intensität, indem wir (137) 

mit diesem Wert von dN multiplizieren und über # inte- 

grieren, es ergibt sich in dieser Weise: 


Wir wollen diesen Wert nun mit dem «entsprechenden 
Wert der Intensität des ausgestrahlten Lichtes vergleichen. 
Wir denken uns ein materielles Teilchen mit der Ladung s, 
dessen Schwingungsrichtung mit der Richtung des Strahles den 
Winkel > bildet und das mit der Geschwindigkeit g=a-+sin2 mnt 
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schwingt. Die Intensität des von diesem Teilchen ausgestrahlten 
Lichtes ist in dem von uns benutzten Maßsystem ): Teig 

(189) (FF) 
und: 
(140) 


2 2 2 ; Pr é 
Demnach ist das Verhältnis der Intensitäten für die von den- 
selben Teilchen ausgestrahlten elektrischen Wellen und Gravi- 
tationswellen: 
(141) 

In dieser Formel bedeutet « die Elektrizitätsmenge des Teilchens 
gerechnet in einer Einheit, die der Y4r“ Teil der gewöhnlichen 
elektrostatischen Einbeit ist, es ist also: 


2 
= 47-27, 


wenn &, die Ladung, in der gewöhnlichen elektrostatischen Ein- 
heit gerechnet, ist. Weiter bedeutet u die Masse, gerechnet 
in Erg, also: 

c?.m ’ 


wenn c die Lichtgeschwindigkeit, m die Masse in Gramm be- 
deutet. Bezeichnen wir endlich die Ladung, gerechnet in 
elektromagnetischen Einheiten, als e, so ist: 


ide, 
J, 4a e \* 

J, a | ) | 

oder da nach (113) die gewöhnlich so genannte Gravitations- 
konstante x den Wert hat: 


Wir bekommen somit: 


80 haben wir: ON Hay 

J, m 


= 8-10", x = 6,65-107%, e/m = 1,75-10", 
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so ergibt sich fiir die von schwingenden Elektronen ausgesendete 
Strahlung 

we 8,3 .108, aa 

Um diese Zahl richtig zu verstehen, bilden wir einmal die 
Quadratwurzel ~ 3-107, Wir sehen dann folgendes: Die 
Intensität der Schwerestrahlung, die ein leuchtender Punkt 
aussendet, ist in der Entfernung 1cm gerade so intensiv als 
die Lichtstrahlung, die er aussendet, in der Entfernung 
3.102!cm, das ist eine Länge, die hundert Millionen mal so 
groß ist als der Durchmesser der Erdbahn, oder ca. 3000 Licht- 
jahre. Dabei ist dieses Verhältnis für jede Wellenlänge dasselbe. 

Die von schwingenden Elektronen (oder überhaupt von 
schwingenden Massenteilchen) ausgesendete Schwerestrahlung ist 
so außerordentlich schwach, daß man nicht daran denken kann, 
sie jemals auf irgend eine Weise wahrzunehmen. 

Dadurch wird es verständlich, weswegen die Longitudinal- 
strahlung des Äthers offenbar so gar keine Rolle im Haushalte 
der Natur spielt. Es wäre wohl sehr unvorsichtig, zu be- 
haupten, daß Longitudinalwellen, die doch jedenfalls an sich 
in jeder beliebigen Stärke möglich sind, sich nicht bei anderen 
Vorgängen als den Schwingungsvorgängen materieller Par- 
tikelchen in bemerkbarer Intensität entwickeln könnten. Nur 
so viel können wir mit Sicherheit behaupten, daß diese Vor- 
gänge höchst merkwürdiger Art sein müßten. Würde man 
also jemals Schwerewellen nachweisen können, so wären wahr- 
scheinlich die Vorgänge, denen sie ihre Entstehung verdanken, 
noch viel sonderbarer und interessanter, als die Wellen selber. 


Der Satz von der Relativität des G:ravitationspotentials. 


4%. Die in dieser Arbeit vertretene Theorie unterscheidet 


sich von der bisher allgemein angenommenen Theorie haupt- 
sächlich dadurch, daß sie den wirklichen Vakuen noch ein 
ideales Vakuum gegenüberstellen muß, wie die Gastheorie den 
wirklichen Gasen das ideale Gas. Denn in den wirklichen 
Vakuen sind infolge der Nähe materieller Körper noch immer 
Spuren der Zustände g, » vorhanden und 4 ist nicht absolut 
Null, es gilt deswegen das Gesetz von der Superposition der 
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Ätherzustände, durch welches das absolute Vakuum aus- 
gezeichnet ist, immer nur mit großer Annäherung, allerdings 
wohl mit einer so guten Annäherung, daß man schwerlich 
hoffen kann, sehr leicht Abweichungen von diesem Gesetz zu 
: _konstatieren. Indessen wäre es immerhin möglich, daß man 
in sehr starken elektrischen Feldern, wo e und 9 sehr große 
Werte haben), oder auch in sehr starken magnetischen Feldern 
Beobachtungen machen könnte, die unseren bisherigen Vor- 
stellungen vom Vakuum widersprechen, und solche Beobach- 
tungen wären als die größte Förderung auf dem von mir ein- 
geschlagenen Wege anzusehen. 
. Derartige Beobachtungen wiirden sich also auf ein Vakuum 
En das schon ziemlich stark von dem idealen Vakuum 
abweicht. Nun gibt es indessen doch unter den Zustands- 
 gréBen eine, die selbst in einem Vakuum, das sonst nahezu 
ideal genannt zu werden verdiente, Einfluß auf die Vorgänge 
zu haben scheint, das ist das Gravitationspotential w. Wenn 
die Größen » und o, sowie H so klein sind, daß von einem 
merkbaren Einfluß auf die physikalischen Gesetze nicht mehr 
die Rede sein kann, wenn aber in diesem guten Vakuum doch 


e=e-r0.d, b=e-r®.h. 


Man sieht hieraus zunächst, daß in einem Raum, wo das 
_ Gravitationspotential w herrscht, die Dielektrizitätskonstante 
des Vakuums nicht mehr 1 ist, sondern K = e+"-”, ebenso 
ist die Permeabilität des Vakuums nicht mehr 1, sondern 
Das Produkt beider ist aber wieder K-M =1, 


Wir kénnen aber noch viel weiter gehen. Es sei der 
mittlere Wert des Gravitationspotentials in dem betrachteten 
Raum ,, ein beliebig großer, aber konstanter Wert. Wir 
können dann das Gravitationspotential, das infolge des Vor- 


1) Vgl. II. p. 24. 
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handenseins von Materie und von Gravitationsfeldern nicht 
konstant ist, in zwei Summanden erlegen: 
Der zweite, variable Summand ®, nimmt höchstens im Innern 
materieller Körper, die sich in dem Raum befinden, große 
Werte an, im Vakuum selber ist , klein. Definieren wir 
jetzt: 


@ =) + @,. 


H, = H = H’ b, 0,0, u), jie 

1 0g 1 Ou do, 7 1? 


so gelten in dem Raum vom Gravitationspotential , für die 
mit dem Index 1 bezeichneten Größen genau dieselben Glei- 
chungen, die im Raume vom Gravitationspotential 0 für die 
Größen ohne Index gelten. Daraus folgt ohne weiteres: 

Wenn sich zwei leere Räume lediglich dadurch unterscheiden, 
daß in dem einen das Gravitationspotential einen sehr großen 
durchschnittlichen Wert w, hat, in dem anderen dagegen den 
Durchschnittswert Null, so hat das auf die (fröße und Form 
der Elektronen und der sonstigen materiellen Elementarpartikelchen, 
auf ihre Ladungen, ihre Schwingungsgesetze und sonstigen Be- 
wegungsgesetze, auf die Lichtgeschwindigkeit, überhaupt auf alle 
physikalischen Verhältnisse und Vorgänge nicht den mindesten 
Einfluß. 

Durch diesen Satz, den man das Prinzip der Relativität 
des Gravitationspotentials nennen könnte, unterscheidet sich 
die von mir durchgeführte Theorie der Gravitation von vorn- 
herein auf das schärfste von den Theorien A. Einsteins und 
M. Abrahams. Ich teile die Ansicht des letzteren, daß, wenn 
dieser Satz nicht gültig wäre, überhaupt das Relativitätsprinzip 
fallen müßte. Andererseits glaube ich gezeigt zu haben, daß 
die von mir angenommenen Voraussetzungen nirgends zu 
Widersprüchen mit der Erfahrung führen, daß insbesondere 
von dem Satz der Proportionalität von schwerer Masse und 
träger Masse nach meiner Theorie nur unbemerkbar kleine 
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SchluBbemerkungen. 
48. In dem Vorhergehenden glaube ich die allgemeine 
_ Theorie der Materie so weit durchgeführt zu haben, wie es heute 
möglich ist. Der nächste Fortschritt muß auf experimentellem 
Wege geschehen, und ich möchte deswegen kurz diskutieren, 
welche Möglichkeiten sich dem Experiment darbieten. 


Die Gravitation, deren experimentelle Erforschung vor- 


Die 
= Theorie der Gravitation hat sich zwar vollständig durch- 
führen lassen in der Weise, daß sie sowohl mit dem Rela- 


4 ergibt auch zwei neue Resultate, die auf den ersten Blick 
äußerst interessant erscheinen. Aber bei genauerer Betrach- 
tung zeigt sich, daß diese theoretischen Resultate gar keine 
: ee Aussichten für ein erfolgreiches Experiment geben. Das erste 

a Resultat ist, daß das Verhältnis von schwerer Masse zu träger 
Masse von der Temperatur abhängt, und daß die Abhängigkeit von 
der Temperatur bei Körpern von kleinem Atomgewicht sehr viel 
ee ist als bei Körpern von großem Atomgewicht. Da die 


oe 2 Unterschiede, welche die Theorie fiir die Schwerebeschleunigung 


_wellen geben muß, nach denen es sich vielleicht lohnte, zu 
non suchen, Von den uns bekannten Prozessen kommen die 
_ Sehwingungen der Atome und Elektronen in Betracht, die 
zugleich mit dem Licht auch die longitudinalen Schwere- 
wellen liefern müssen. Indessen steht ihre Intensität zu der 
a der Lichtwellen bei Elektronenschwingungen jeder Frequenz 
ER ungefähr im Verhältnis 1:8,3-10%, und wir müssen es des- 
ee ze halb für ganz ausgeschlossen halten, daß es irgend ein Reagens 
gibt, das auf sie anspricht. Es läßt sich also kein Weg an- 
geben, auf welchem man nach den an sich jedenfalls höchst 
interessanten Longitudinalwellen suchen könnte. 
Das nächste, worauf die Theorie direkt hinweist, wäre, 


zu untersuchen, ob in sehr starken elektrischen oder magne- 
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vers n vorner von nor 
a 10712 bis 101! sind, läßt sich experimentell nichts damit an- 
Fe fangen. Das zweite Resultat ist, daß es im Ather Longitudinal- 
sum 
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tischen Feldern oder auch in feldfreien Gebieten von sehr 
hohem Potential irgend welche Abweichungen von den im idealen 
Vakuum geltenden Maxwellschen Gesetzen zu finden sind. 
Es würde sich hier um Präzisionsmessungen handeln, die nach 
einem theoretisch wohl überlegten Plan auszuführen wären. 
Natürlich ist es zweifelhaft, ob man damit Erfolg hat; würde 
man aber zu positiven Ergebnissen kommen, so würden der 
Theorie dadurch sehr wichtige Fingerzeige gegeben, wie sie 
weiter zu gehen hätte. 


steht die von mir in den Abschnitten 31. bis 36. dargelegte 
Auffassung von den Wirkungsquanten und von dem Licht der 
Bandenspektren. Diese Auffassung ist sehr vage und hypo- 
thesenreich, trotzdem glaube ich, daß man einige Konsequenzen 
daraus ziehen könnte, die zu neuen spektroskopischen Unter- 
suchungen Anlaß geben müßten. 


1. Das Hamiltonsche Prinzip. 
8.—10. Die Invarianten. . . 


11. 12. Die Knotenstellen der Felder. . » » x x ee.“ 1 
13.—16. Die Gleichgewichtsbedingungen . . 5 
17. Die Differentialgleichung des elektrostatischen Feldes für 

den Fall sphärischer Symmetrie . ... . 
18.—22. Diskussion eines Beispiels: ® = — +}a- 
28. 


Grundlagen einer Theorie der Materie. 


In etwas lockerem Zusammenhang mit der übrigen Theorie 


Greifswald, Physikalisches Institut, 31. Oktober 1912. 
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Die Gravitation. 
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2. Die universelle Bedeutung 
des sog. elementaren Wirkungsquantums;') 
von O. Sackur, 


1. Definition der Konstante 4 und Ableitung der Strahlungs- 
gleichung. 

In zwei kürzlich erschienenen Abhandlungen habe ich zu 
zeigen versucht?),, daß die Entropiekonstante der Gase und 
damit auch die von Nernst eingeführte „Chemische Konstante“, 
die das chemische Verhalten der Gase und den Dampfdruck 
ihrer Kondensationsprodukte bestimmt, durch die Größe des 
sogenannten Elementargebietes do gegeben ist; dieses wiederum 
läßt sich bei einatomigen Gasen berechnen aus Zahl und Masse 
der Molekeln und der universellen Konstante A; bei zwei- und 
dreiatomigen Gasen ist außerdem noch die Kenntnis des Träg- 
heitsmomentes der Molekeln bzw. des Molekelradius erforder- 
lich. Zu diesem Resultat gelangte ich mittels der Sommer- 
feldschen®) Hypothese, daß jede in der Natur ausgeübte 
Wirkung ein ganzzahliges Vielfache des elementaren Wirkungs- 
quantums A ist. Da nun aber die Wirkung als Produkt von 
Energie und Zeit, d.h. als Produkt zweier früher allgemein 
als stetig veränderlich erkannter Größen definiert ist, so er- 
scheint diese Hypothese auf den ersten Blick äußerst be- 
fremdend. Ihre Brauchbarkeit zur Ableitung empirisch be- 
stätigter Gleichungen sowohl für die Strahlungserscheinungen 
sowie für das Verhalten der Gase legt daher den Versuch 
nahe, die universelle Bedeutung der Konstanten k auf weniger 
absonderliche Weise zu erläutern. 


1) Im Auszug vorgetragen in der Sitzung der Deutschen Physik. 
Gesellschaft am 25. Oktober 1912. 
2) O. Sackur, Ann. d. Phys. 36. p. 958. 1911 und Nernst-Festschrift 

p. 405 (Mai 1912), im folgenden mit I und II zitiert. 
8) A. Sommerfeld, Physik. Zeitschr. 12. p. 1057. 91. 
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O. Sackur. 


Zu diesem Zwecke gehen wir wie Planck von der Strah- 
_lungstheorie aus und betrachten ein System von N Resonatoren, 
deren Gesamtenergie Z konstant ist, deren einzelne Energien « 
aber im Laufe der Zeit ganz beliebige Werte annehmen können, 
Ganz ebenso können wir uns nach Einstein einen idealen 
_ festen Körper vorstellen, dessen N Atome elastische Schwin- 
gungen um Gleichgewichtslagen ausführen. Die einzelnen Re. 
- sonatoren oder Atome seien so weit voneinander entfernt, daß 
sie sich während einer Schwingung nicht berühren, sondern 
daß eine Wechselwirkung nur durch Fernwirkung bzw. Strahlung 
auftritt, Alle Atome (Resonatoren) besitzen die gleiche Masse 
(Moment) und werden durch die gleichen elastischen Kräfte 
nach der Gleichgewichtslage hingezogen; dann haben sie be- 
_ kanntlich auch alle die gleiche Schwingungsdauer r. Der je- 
weilige Zustand eines Atoms wird dann im allgemeinen durch 
zwei Parameter bestimmt, z. B. durch seine Geschwindigkeit 
und seinen Abstand von der Gleichgewichtslage. Beim Durch- 
gang durch diese ist er jedoch durch einen einzigen Parameter, 
seine Energie s, definiert. 
Wir fragen nun nach der Wahrscheinlichkeit, daß ein 
bestimmtes Atom beim Durchgang durch die Gleichgewichts- 
lage genau die Energie « besitzt. Diese Wahrscheinlichkeit 
ist offenbar unendlich klein, da zunächst alle Werte von = 0 
bis oo gleich wahrscheinlich oder wenigstens möglich sind. 
Sie wird erst endlich, wenn wir nicht genau die Energie «, 
sondern ein endliches Energieintervall zwischen und 
in Betracht ziehen. Sie wird um so größer sein, je größer 
wir das Intervall 4¢ wählen, und sie wird ferner um so größer 
werden, je länger die Zeit At ist, während welcher wir das 
System ins Auge fassen, je öfter also jedes Atom innerhalb 4: 
durch die Gleichgewichtslage hindurchläuft. Auch für einen 
unendlich kleinen Zeitmoment ist die Wahrscheinlichkeit des 
Durchlaufens der Gleichgewichtslage trotz endlichen 4s un- 
endlich klein, da nur während einer endlichen Zeit eine end- 
liche Zahl von Atomen diesen Zustand passiert. Die endliche 
_ Wahrscheinlichkeit w, daß ein Atom beim Durchgang durch 
die Gleichgewichtslage während der Zeit At einmal eine 
Energie zwischen e und ¢+ As besitzt, wird also von den drei 
Größen «, de und At abhängen. Hierbei verstehen wir unter 
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der Wahrscheinlichkeit w die Anzahl n der Atome, die tat- 
sichlich den gewählten Bedingungen genügen, dividiert durch 
die Gesamtzahl N aller Atome, also 

w= de, Ab). 

Die Auswertung von w bzw. n kénnen wir uns folgender- 
maBen vorstellen: 

Wir denken uns einen Beobachter, der die einzelnen 
Atome sehen und ihre Geschwindigkeit abschätzen kann. Der- 
selbe soll jedesmal, wenn ein beliebiges Atom mit der Energie 5 te 
zwischen eg und «+ As durch die Gleichgewichtslage hindurch 
geht, ein Signal geben. n ist dann die Anzahl der Signale, Es 
die der Beobachter während der Zeit At gibt. 

Die einfachste Annahme, die wir über die noch völlig un- | 
bestimmte Funktion # machen, ist die, daB w sowohl der 
Energiebreite As wie der Zeit At direkt proportional ist, 
daß also 


ist. 
Dies 
die Energiebreite um so kleiner gewählt werden kann, je 
längere Zeit wir das System beobachten. Wenn also unser Ge 
fingierter Beobachter während der Zeit At, n, mal den Durch- — 
tritt eines Atomes von einer Energie zwischen ¢, unds +des __ 
durch die Gleichgewichtslage zählt, so wird er während der 
doppelten Zeit 24t, die gleiche Anzahl von Atomen zählen, 
deren Energie beim Durchtritt zwischen ¢, und &, + 4s,/2 
liegt. Diese Annahme ist, so naheliegend sie auch ist, zu- 
nächst willkürlich; sie wird durch die Übereinstimmung der 
Folgerungen mit der Erfahrung bestätigt. 

Für gleiche Wahrscheinlichkeit w soll also das Produkt 
4s-At eine Konstante sein, und zwar eine universelle Kon- 
stante; alle für das System individuellen Größen (Zahl, Masse 
und Art der Atome, Gesamtenergie usw.) sollen in der Funktion f 
enthalten sein. Wir bezeichnen das Produkt As- 4t mit A 
und schreiben daher SET 


4e-4t= 
| 


ek 
Z 
Boye 


Da diese Gleichung ihre Bedeutung für alle Werte von 4t 
behalten soll, so gilt sie auch für den Grenzwert At= 
und entsprechend 4s&=0; w ist dann die endliche Wahr- 
scheinlichkeit, daß ein Atom während einer unendlich langen 
Zeit genau die Energie « annimmt, oder mit anderen Worten 
n= Nhf(e) ist die endliche Anzahl von Signalen, die unserer 
Beobachter während einer unendlich langen Zeit geben kann, 
wenn er nur die Atome zählt, die genau die Energie « be- 
sitzen. Für eine endliche, wenn auch lange Beobachtungszeit 
wird er, wie bereits oben erwähnt, nicht mit endlicher Wahr- 
scheinlichkeit auf das Eintreten der erwarteten Erscheinung 
rechnen können. Je länger er wartet, um so größer wird die 
Wahrscheinlichkeit dafür, und erst nach unendlich langer Zeit, 
wenn die Regeln der Wahrscheinlichkeit mit Gewißheit erfüllt 
sind, wird die Zahl der Signale für jedes « sich dem Werte 
Nhf(e) im Mittel unbegrenzt nähern. 

Zur Auswertung der Funktion f(e) dienen nun die folgen- 
den Überlegungen: Summiert man die Gleichungen n = N Affe) 
über alle möglichen Werte von « = 0 bis oo, so erhält man 
rechts und links unendlich, nämlich eine unendliche Summe 
von lauter ganzen Zahlen. Dies kommt daher, daß während 
der unendlich langen Zeit jedes Atom nacheinander alle mög- 
lichen Werte von & annehmen kann, also nach dieser Methode 
unendlich oft gezählt wird. Will man dagegen durch Summa- 
tion der Gleichungen 

die Gesamtzahl N aller Atome erhalten, so muß man dafür 
Sorge tragen, daß bei der Summierung jedes Atom nur einmal, 
aber gerade auch einmal gezählt wird. Wir müssen also die 
Beobachtungszeit At so wählen, daß innerhalb derselben jedes 
Atom gerade einmal die Gleichgewichtslage passiert, d. h. wir 
müssen At = der Schwingungsdauer t einer einzelnen Schwin- 
gung setzen. Dann ist n= h f(s) die Anzahl Atome, deren Energie 
während der Zeit zwischen « und &-+ h/r liegt und in der Summe 

darf dann nicht über alle möglichen Werte von ¢ summiert 
werden, sondern nur über die Werte 0, As, 24¢..., wenn 
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zu setzen ist (Schwingungszahl »=1/r), da nur dann jedes Atom 
bei der Summierung einmal gezählt wird. Berücksichtigen = 


in den drei aufeinander senkrechten Richtungen ausführen kann, 
deren Energien ¢,, &,, 2, unabhängig variabel sind, so erhalten 
wir nach den Gesetzen der Wahrscheinlichkeiterechnung 


(1) n= Nh f(e,) + f(&) 


\ 


und durch Summierung ji 
fa) 


Für die Gesamtenergie der N Atome e erhalten wir ent- 
sprechend 3 


12) f (es) 


= (e, + & + 8) fa) fa)» 


wenn wieder die Summierung nicht über alle beliebigen Werte 
von &, sondern nur über die Werte hv, 2hv, 3h»v ... usw. 
zu erstrecken ist. 

Zur Bestimmung der Funktionen f benutzen wir in be- 
kannter Weise den Satz, daß im stationären Zustande die 
Entropie S ein Maximum ist und definieren 8 nach Boltz- 


mann-Planck 
S=khin W. 


k ist ebenso wie A eine universelle Konstante; W, die Gesamt- 
wahrscheinlichkeit des Systems, dagegen eine Funktion sämt- 
licher individueller Parameter, und zwar ist W die Zahl, welche 
angibt, um wieviel mal der tatsächliche Zustand des Systems 
wahrscheinlicher ist als derjenige, in welchem die generalisierten 
Koordinaten aller einzelnen Molekeln gleiche Mittelwerte haben 
würden. W ist also eine ganze, und zwar sehr große Zahl’), 
und zwar nach Boltzmann-Planck 


M,! My! ... 


1) In der Abh. II p. 407 hatte ich versucht, die Gesamtwahrschein- 
lichkeit W als echten Bruch (Zahl der günstigen Fälle/Zahl der möglichen 
Fälle) zu definieren. Ich kehre jedoch hier zu der in meiner ersten Abh. 
benutzten Planckschen Definition zurück, da nur auf diese Weise die 


obige Definition von % durchführbar ist. 


t 
| 
| 
| 
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{ S=-kmW=klaN!— lan! 
= kN In Ni fo) fl) fle) In N + 
In f(¢,) f(&,) 
=— 3kNInh—kS[Nh® f(&,)-In 7 (& 
Der Bedingung des stationären A d.h. 


fie) = « 


wenn @ und f Größen sind, die von den Systembedingungen 
(P, E, N, m) abhängig, von den jeweiligen Werten « jedoch 
unabhängig, also bei der Summierung konstant zu setzen sind. 

_ Wir erhalten also schließlich, wenn wir a’* = « setzen, die 
drei Gleichungen 


(la) 1 Wa Se = a Ae, As, der”, 

(4, + & + Ae Ae, Ae, 
Ba) 
| Die Berechnung der Entropie § ist also auf die Be- 


Ne I stimmung der Konstanten « und # zurückgeführt, die ihrer- 
we seits durch die Gleichungen (la) und (2a) gegeben sind. Ihre 
Auswertung gestaltet sich folgendermaßen: 


Es wird 


1 1 j 

1 = (1+ + PLI ) 

| 


efhr hy 2hy Shy 


1) M. Planck, Wärmestrahlung p.'145; vgl. auch 8. Ratnowsky, 
_ Ann. d, Phys. 88. p. 687. 1912 und K. Eisenmann, Verh. d. D. Physik. 
Gesellschaft 14. p. 769. 1912, 
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Die Summe Patel 


khvl—— + —— . 
geht durch die Multiplikation mit e#*” über in calle 
Mithin ist Fr 
1 1 eßhr 
und es wird 
N 


hy 1 


und aus Ib 
Dann folgt für die Entropie u | 
x 
kE 3Nhv ; 
(8b) $= +1)+5 = 


Diese Gleichung stimmt völlig mit der Gleichung sen 
p. 153 in Plancks Warmestrahlung überein. Durch Diffe- 
rentiation nach Z erhält man ae sh 


die Plancksche Strahlungsgleichung (für Resonatoren, die nur 
in einer Richtung schwingen, fällt der Faktor 3 fort), und 
durch Differentiation nach 7 die Einsteinsche Formel für 
die spezifische Wärme fester Körper bei tiefen Temperaturen. 
Bei Annahme einer Koppelung der einzelnen Atome dürften 


| 
i 
Durch Division von 2b durch 1b folgt ang Be: 
+ 


it. a Aus der Gleichung (1b) erhält man für den absoluten 
oe a Nullpunkt (lim Z = 0) lima = 1/h*, also aus (8a) lim$ =0, 

d.h. das Nernstsche Wärmetheorem in der Pianckschen 

Formulierung.°) 

ee Für große Werte von Z, bzw. hohe Temperaturen, geht 

(8b) über in 


und man erhält durch Differentiation nach Z 
RE 


Ble + 8, + &) de, de, de, 


schreibt. 
In der Literatur findet man häufig die Bemerkung, daß 


theorie mit Notwendigkeit zur Rayleigh-Jeansschen Formel 
führt (vgl. z. B. neuerdings K. F. Herzfeld, Sitzungsber. der 
Wiener Akad. 121. Abt. IIa. Okt. 1912. p. 1). Dies scheint 
mir jedoch nicht richtig zu sein; denn die gewöhnliche Ab- 
leitung dieser Formel enthält einen inneren Widerspruch: Bei 
der Integration setzt man die Elementargebiete unendlich 
a klein, bei der Berechnung der Wahrscheinlichkeit W dagegen so 
iE, groß, daß die Zahl der in ihnen enthaltenen Molekeln bzw. 


Ga a 1) M. Born u. v. Karman, Physik. Zeitschr. 18. p. 297. 1912. 
at 2) P. Debye, Ann. d. Phys. 39. p. 789. 1912. 

8) Vgl. O. Sackur, l.c. 34. p. 455, 1911; F. Jüttner, Zeitschr. f. 
Elektrochem. 17. p. 189. 1911. 
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Resonatoren groß genug ist, um die Anwendung der Stirling- 
schen Formel zu rechtfertigen. Rechnet man dagegen durch- 
weg mit unendlich kleinen Elementargebieten, so ist die Zahl n 
der in jedem einzelnen vorhandenen Elementarteilchen = 0, 
bzw. = 1, wenn man den Fall, daß zwei oder mehr Resona- 
toren sich in völlig übereinstimmendem Zustande befinden, als 
extrem unwahrscheinlich ausschließt. Dann wird aber die 
Entropie 


$= kln W = kin—™' _ = klnN! = const 
a rd 
und es wir 
on” T 


Auch der Ansatz dn = f(e)ds wäre fehlerhaft, da dn im Gegen- 
satze zu ds nicht jeden beliebigen kleinen Wert annehmen 
kann, sondern immer eine ganze Zahl bzw. Null sein muß. 
Die Rayleigh-Jeanssche Formel ist daher nur als Näherungs- 
formel für hohe Temperatureri zu betrachten. 


2. Die Entropie der einatomigen idealen Gase. 


Die Energie einer einatomigen Gasmolekel setzt sich additiv 
zusammen aus den drei Energien ¢,, &,, &,, die ihrerseits durch 
die Gleichungen 


9-70 
bestimmt sind; m ist die Masse des Atoms und &, 7, ¢ sind die 
drei Geschwindigkeitskomponenten. Wir betrachten N Molekeln, 
die sich im konstanten Volumen V bei konstanter Gesamt- 
energie E befinden; dann sei die Wahrscheinlichkeit w, daß 
eine Molekel während der Beobachtungszeit A:, wenn auch 
nur vorübergehend zwischen je zwei Zusammenstößen eine 
Energie e, und eg, +4e, besitzt, wie oben v=n/N=f(&) de, At, 
oder die Zahl n der Molekeln, die diese Bedingung erfüllt, 
n=Nhf(e) Das Energieintervall 4s,, in welchem sich diese 
n Molekeln befinden, ist wiederum 42, =h/4t. Wollen wir 
durch Summierung dieser Gleichungen die Gesamtzahl N aller 
Molekeln erhalten, so müssen wir wieder dafür Sorge tragen, 
daß jede Molekel nur einmal gezählt wird. Wir müssen also 
die Beobachtungszeit jedesmal so wählen, daß die Molekeln 
während At=r keine Geschwindigkeitsänderung, also keinen 
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Dann er- 
Bei der Summierung sind also nicht alle er Werte 
von & in Rechnung zu setzen, sondern nur die Werte 
h 2h 8h 


9 “ee 


tT T T 


Im G nsatz zu der Gleichung (1) p. 71 für die Anzahl der 


sondern von Gesamtenergie und Volumen abhängig.) 
Ganz ebenso erhalten wir, unter Berücksichtigung der- 
selben Regeln für die Summierung, für die Gesamtenergie der 


BE =Dn, = 
a Unter Berücksichtigung der drei Freiheitsgrade der Be- 
erhalten wir schließlich 

= = le) de 48, 
= + & + &) (&)F 48, A, 


> Nhe, = SNe, fl)dar. 


l= Ae, Ae, 
5) (6, +8 +4) Ae, As, 
und die Entropie?) 

=—38kNInh—kN Ina 


1) Aus diesem Grunde ist die Ubertragung der ige 


Ww. Nernst, Physik. Zeitschr. 1. Nov. 1912. p. 1066 (Anm. b. d. Korrektur). 
2) Vgl. p- 72. Es ist hier nur die Wahrscheinlichkeit der Energie- 
 verteilung in Rechnung gesetzt, nicht die der Raumverteilung, wie bei 
Eisenmann lc. Trotzdem ergibt sich die richtige Abhängigkeit der 
vom Volumen. on 
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Die analytische Berechnung der Konstanten « und # wird 
jedoch nur dann relativ einfach, wenn man das Energie- 
intervall As klein gegen die mittlere Energie eines Atoms 
setzen kann, also für relativ hohe Temperaturen bei großer 
Gesamtenergie. Dann kann man die Summation näherungsweise 
ersetzen durch eine Integration!) und erhält die Gleichungen 


(5a) Z= Neff + & + de, de,-t*. 
0 
Zur Integration beriicksichtigen wir we 


= m§dg, d,=mndn, 
ferner 


n= 


wenn Zz, ¥, z die Komponenten des Weges sind, den eine 
Molekel mit der Geschwindigkeit £ ohne anzustoßen im Mittel 
zuriicklegt. Dann wird 


t’ de, ds, de, = 


wobei die z, 7, Z noch Funktionen der &, 7, £ sind. Zur Inte- 
gration setzen wir einen Mittelwert von #3 z vor das Integral 
und berücksichtigen, daß dieser Mittelwert das Volumen ist, 
welches jede einzelne Molekel im Mittel durchlaufen kann, ohne 
einen Zusammenstoß, d.h. eine Geschwindigkeitsänderung zu 
erleiden, also unter Vernachlässigung des Eigenvolumens der 


1) Über das Resultat der Summation und die daraus resultierende 
Zustandsgleichung der Gase bei extrem tiefer Temperatur hoffe ich in 
einer späteren Arbeit berichten zu können. Die im folgenden abzuleiten- 
den Gleichungen sind daher nur Näherungsformeln für höhere Tempe- 
raturen; allerdings ist ihr Gültigkeitsbereich erfahrungsgemäß ein ungleich 
größerer als der der Rayleigh-Jeansschen Gleichung (vgl. p. 74). 


ie 
| 
| 
| 
1 
| 
| 
| 
1 
; 
1 
| 
2 fos: 


Molekeln = Y/N ist (V ist das Gesamtvolumen des Gases). 
Demnach erhalten wir 


+ 
8 


3 _ 2 
_ 


Da die Geschwindigkeitskomponenten von —oo bis +0 
variieren können, und da für die Wahrscheinlichkeitsbetrach- 
tung eine Molekel von einer anderen, die gleiche Energie, 
aber entgegengesetzte Bewegungsrichtung besitzt, unterschieden 
werden soll, so sind die Integrationsgrenzen entsprechend zu 
verändern, wie dies in den Gleichungen (4b) und (5b) ge- 
schehen ist. Nunmehr erhalten wir durch Integration 


faa 


26 m B 

und hieraus ee 
_8N 


und für die Entropie schließlich die Gleichung ".Syellsiks 


—3kNInh+ $AN. 


Dieser Ausdruck ist mit der auf p. 967 der I. Abh. ab- 
geleiteten Gleichung für § identisch, wenn wir dort das 
Elementargebiet do = Nh®?/m® setzen (vgl. I. p. 974 Glei- 
chung (17) und II, p. 409, Gleichung (6)). Er unterscheidet 
sich von Gleichung (4) p. 408, Abh. II durch die Größe 
kNinN—kWN, was durch die veränderte Definition der Ge- 
samtwahrscheinlichkeit W bedingt ist. Die soeben gegebene 
Ableitung ergibt also ohne Benutzung der Sommerfeld- 
Planckschen Hypothese die Abhängigkeit des Elementar- 
gebietes von der universellen Konstante A, sowie die Pro- 
portionalität mit der Atomzahl O3 


(6c) 


und 


| 
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3. Chemische Konstanten und Dampfdruck der 
einatomigen Gase. 


Die empirische Richtigkeit der Gleichung (6c) kann durch 
Berechnung der chemischen Konstanten C der einatomigen Gase 
und der Dampfdrucke von Quecksilber und Argon aus den 
vorhandenen thermischen Daten erwiesen werden. Zu diesem 
Zwecke setzen wir zunächst in bekannter Weise 

und das Molekulargewicht 
M=m N 


S=cln7+RInV+S 
+3 
—3RlnA+$3RlnM+3R. 


Die chemische Konstante C ist gegeben Gupeh 1) 
as 


C = $log R — 4log V + + flog M— 8logh — 0,434. 

Setzen wir in C.G.S.-Einheiten ?) 

R = 8,31 -107 log R = 7,920 


6175-10, log N= 28,791, 
6548-10-87, log h = — 26 ‚184, 

$B 
so erhalten wir fiir einatomige Gase qe nd 


C = 3,951 + 1,5log M 


ebenfalls in absoluten Einheiten. Drücken wir den Dampfdruck, 
dessen Logarithmus durch C bestimmt wird in mm Hg oder 
in Atmospbären aus, so muß der obige Wert von C vermindert 
1) Vgl. z.B. O. Sackur, Lehrbuch der Thermochemie und Thermo- 
dynamik p. 322. 1912, sowie die nachträgliche Berichtigung hierzu; ferner 
M. Planck, Thermodynamik 8. Aufl. p. 274, Gleichung (267), in der 


a= R-C ist. 
2) M. Planck, Wärmestrahlung p. 162. 


79 
SF 
‘ 
= 
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um og 1,89-10° bzw. d.h. um + 3,125 

bzw. 6,006. 

Wir erhalten also für C (in mm Hg) die Gleichung 

2 

und für C (in Atmosphären) die Gleichung sab 
| 

Daraus erhalten wir fir einatomige Gase folgende Tabelle: 


Gas M C (mm) C (Atm.) 
Helium ... + +1,73 —1,15 
20,2 +2,78 —0,10 
Argon. . . . 40 + 38,23 +0,35 
Krypton. . . 83 +3,70 +0,82 
Xenon... 127 + 8,98 +1,10 
Quecksilber. . 200,6 +4,28 +1,40 


ER H. Tetrode!) hat kürzlich für die chemische Kongtante C 
i: der einatomigen Gase (in mm Hg) die Gleichung : 


C= 1,45 + 1,5logM 


gegeben. Er erhielt dieselbe dadurch, daß er das Semnniita 
gebiet do = z-h setzte und nachträglich aus der Dampfdruck- 
kurve des Quecksilbers (Interpolationsformel von Hertz) fest- 
stellte, daß z nahezu gleich 1 ist. Die Differenz unserer Zahlen- 
werte erklärt sich zum Teil dadurch, daß die Gleichung für 
die Entropie bei Tetrode um kN größer ist, als bei mir. 
Dies dürfte jedoch nur einen Unterschied von 0,43 bedingen; 
der Rest von 0,2 wird anscheinend durch einen Rechenfehler 
bei Tetrode veranlaßt. 

Die Berechnung des Dampfdruckes einer Flüssigkeit oder 
oe eines festen Stoffes aus C gestaltet sich mit Benutzung des 
oe Nernstschen Wärmetheorems folgendermaßen: Der Dampf- 
druck p bei der Temperatur 7 ist Bun durch 


Cp 
(7) logp = Gurt? log 2 — aft 


; 1) H. Tetrode, Ann. d. Phys. 88. p. 434 und die Berichtigung |. ce. 
89. p. 255 1912. 
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L ist die Verdampfungswärme bei der Temperatur 7, c die 
spezifische Wärme der Flüssigkeit bzw. des festen Stoffes, 
c, die konstante spezifische Wärme des Dampfes. Ferner ist 


also läßt sich Z für beliebige Temperaturen aus der bei T, 
bekannten Wärme Z, berechnen nach 

Ist das Intervall 7, — 7 nicht sehr groß, und liegt es bei 
nicht zu tiefen Temperaturen, so können wir erfahrungsgemäß 
nicht nur Cy sondern auch c innerhalb dieses Gebietes -_ 


4 

bisher ae nicht bekannt. Man kann diesen Ausdruck dann 
ersetzen durch 


x 
To 


Annalen der IV. 40. 


dT 
SIEH 
ER 
: 
n 
also 
log p = — + _ BAR + log T 
4 
& 


wenn c’ die spezifische Wärme der festen Phase, 7, der Schmelz- 
punkt und W die Schmelzwärme bedeutet, und erhält schließ- 
lich, wenn man c auch zwischen 7, und 7 konstant von 


L, + — e,) T, ep 


a: i Fir Quecksilber sind nunmehr alle Größen der rechten 
Sie bekannt. Es ist 


= 200,6 + 67,8 = 13600 cal bei 357°C. = 630° abs. ') 
„=+R= 491. 
200,6 - 0,033 = 6,62 (zwischen dem Schmelzpunkt und dem Siede- 
punkt 2). 


& 
97 48,5 
Er 


48,5 e 
T 


97 

97 

e 

97 

+ Fes 
+ 

= 2,95, 


1) W. Kurbatoff, Zeitschr. f. physik. Chem. 43. p. 104. 1908, 

2) Die Änderung in der Nähe des Schmelzpunktes ist vernachlässigt. 
8) F, Pollitzer, Zeitschr. f, Elektrochem, 17. p. 5. 1911, | 
4) W. Nernst, Ann. d. Phys. 36, p. 481. 1911, 
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PR FE 
log p = 3,835 log 7’ — 2,95 
— 0,518 + 3,885 -2,37 + 4,28 + 1,45 
s200 
0,835 log 7’ + 10,16 .}) 


Die folgende Tabelle enthält den Vergleich der nach 
dieser Formel berechneten Werte mit den experimentell ge- 
fundenen. 


°C. logp. log p 
berechnet gefunden 
wns 0 — 3,60 
rats 30 — 2,47 | 
50 — 1,87 
100 —0,59 
200 +1,18 
360 +2,75 


Die Übereinstimmung ist besonders in dem Gebiet zwischen 
30 und 200°, in welchem die spezifische Wärme des flüssigen 
Quecksilbers praktisch konstant gleich 0,033 ist, vorzüglich. 
Hertz caps fir den Dampfdruck des Hg die Formel 
p =— 7 _ 0,847 log 7’ + 10,59. 

Das erste und dritte Glied sind empirisch aus der ie 
druckkurve abgeleitet. Unsere theoretisch gewonnene Formel 
würde in die Hertzsche Formel übergehen, wenn man an- 
nimmt, daß die Verdampfungsweisen am Siedepunkt etwas 
größer als 67,8 cal ist, und daß die spezifische Wärme des 
festen Hg bei extrem tiefen Temperaturen etwas kleiner ist, 
als sie aus der Nernst-Lindemannschen Formel extra- 
poliert werden kann. Da der kleinste experimentell bestimmte 


1) Die entsprechende Gleichung in der vorläufigen Mitteilung, Verh. 
d. Deutsch. Physik. Ges. 14. p. 958. 1912 int durch einen kleinen Fehler 


83 
FR 
RE 
- 
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+ 
| 


Wert der Atomwärme noch ca. 2,5 beträgt, so ist dies wohl 
möglich. 


Der Dampfdruck von Argon. 


Für Argon sind die zur Berechnung der Citi 
formel erforderlichen thermischen Daten zwar nicht kalori- 
metrisch bestimmt worden, doch lassen sie sich mit wahr- 
scheinlich hinreichender Genauigkeit abschätzen. Die Ver- 
dampfungswärme des festen Argons bei 82° abs. folgt aus den 
Dampfdruckmessungen von Ramsay und Travers?) zu ca. 
1600 cal, die spezifische Warme des festen Argons bei tiefen Tem- 
peraturen kann man aus der Nernst-Lindemannschen Formel 
berechnen, wenn man nach Lindemann die Schwingungs- 
zahl » aus dem Schmelzpunkte 7, und dem Atomvolumen », 


_ berechnet, namlich 
= 2,8. 1012)/- 


Is 


Dann folgt aus 7, = 85 und = ca. 1,5 = 65. 
Setzen wir die spez‘fische Wärme des festen Argons in 
der unmittelbaren Nahe des Schmelzpunktes gleich ca. 6,0, 
so erhalten wir aus Gleichung (7) p. 80 für den Dampfdruck 
ai festen Argons die Gleichung (in mm) ee 


iu 


+ 8,28 + 1,09, 


log p = + 2,6 log 7 — 


| 


1) Zeitschr, f, physik, Chem. 88. p. 610. Mn: 
Ann, d, Phys. 31. p. 416, 1910, a ee 
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Daraus berechnet sich z. B. f 
N: T log p ber. log p gef.) 


88,0 2,85 2,72 


Die Übereinstimmung ist wiederum so gut, wie man es 
bei der Unsicherheit der kalorimetrischen Daten nur er- — 
warten kann. 


Zusammenfassung. 


In der vorstehenden Abhandlung habe ich die vollstän- 
digen Gleichungen für die Energie und Entropie der deaen 
einatomigen festen Körper (Resonatoren) und der einatomigen — > 
Gase von einem einheitlichen Gesichtspunkte abgeleitet und, 
soweit wie es heute möglich ist, an der Erfahrung bestätigt. — 
In diesen Gleichungen treten nur die universellen Konstanten N, Ro 
und A sowie die individuellen Konstanten » (Schwingungszabl, — 
für feste Körper) und M (Molekulargewicht, für Gase) auf. zu 
ihrer Ableitung erwies es sich im Gegensatz zu der älteren, 
von Planck begründeten Darstellungsweise nicht als notwendig, _ 
der Energie oder der Wirkung eine atomistische Struktur bei- 
zulegen. Es genügte vielmehr eine schärfere Fassung des 
(physikalischen) Wahrscheinlichkeitsbegriffes, und zwar duch 
die fast selbstverständliche Annahme, daß das Eintreten eines 
Ereignisses um so wahrscheinlicher wird, je länger man auf 
dieses Eintreffen wartet, und daß daher ein auch extrem un- 
wahrscheinliches, aber mögliches Ereignis nach unendlich langer 
Zeit mit endlicher Wahrscheinlichkeit eintritt. 

Die grundlegenden Hypothesen, die ich demnach im An- 
schluß und in Erweiterung der älteren statistischen Methoden 
benutzt habe, lassen sich dann folgendermaßen zusammen- — 
fassen: 

Befinden sich N Elementarteilchen in einem abgeschlossenen 
Raume bei konstanter Gesamtenergie, so ist die Entropie di 
Systems proportional dem Logarithmus der Gesamtwahrschein- 
lichkeit der Energieverteilung auf die Elementarteilchen, also 
$=1nW; die Einzelwahrscheinlichkeit, daß irgend Teilchen 
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während einer unendlich langen Zeit, wenn auch vorüber- 
gehend, die Einzelenergie annimmt, ist im stationären Zu- 
stand proportional der Funktion we-**; & und # sind nur 
von Zahl und Art der Elementarteilchen, sowie von dem 
Volumen 7 und der Gesamtenergie 7, also von den System- 
bedingungen abhängig. Schreibt man diese beiden Proportio- 
nalitätsbedingungen in der Form von Gleichungen, also 


S=kinW und w=hae-?:, 


so hängen die beiden Proportionalitätskonstanten k und Ah 
lediglich von dem Maßsystem ab, in welchem man die experi- 
mentell bestimmbaren Bedingungen des Systems angibt.!) Die 
Zerlegung der Konstanten A in die beiden Faktoren As und At 
ist lediglich eine Rechenoperation, die zur Auswertung der 
Größen « and erforderlich ist. 

1) Vgl. M. Planck, Wärmestrahlung p. 164. 
| 


(Eingegangen 19. Oktober 1912.) 
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3. Die „Chemischen Konstanten“ 

der zwei- und dreiatomigen Gase'); 


von O. Sackur.?) 


Bei der Behandlung der zweiatomigen Gase gehen wir 
von der Hypothese Boltzmanns aus, daß nämlich die zwi ae 


rechten Richtungen rotieren können. Die Entropie eines zwei- x 
atomigen Gases ist dann gegeben durch die Entropie ee 
translatorischen und seiner rotatorischen Bewegung, die wir s 
als 8, und 8, bezeichnen wollen, also 
können wir ohne weiteres den für die einatomigen Molekeln 
gewonnenen Ausdruck benutzen, wenn in diesen an Stelle der 
Masse des Atoms die Masse des Moleküls eintritt. Es ist also 
nur noch notwendig, den Ausdruck von $, zu finden. 
Die Rotationsenergie s einer einzelnen Molekel setzt sich 
additiv zusammen aus zwei unabhängig voneinander variablen 
Größen s, und &,, die folgendermaßen bestimmt sind: Der 
jeweilige Zustand der Rotation wird bedingt durch zwei Winkel 
# und 9°) und die entsprechenden Winkelgeschwindigkeiten _ 


1) Fortsetzung der vorstehenden Abhandlun re 

2) Die in meiner II. Abhandlung |. ce. gegebene Theorie der mehr 
atomigen Molekeln ist fehlerhaft, da ich dort einen falschen Ausdruck 
für die Rotationsenergie benutzt habe. Hierauf hat mich Hr. Tetrode 
brieflich aufmerksam gemacht. Obwohl nun Hr. Tetrode selbst in 
seiner bereits zitierten Arbeit Gleichungen für die Entropie mehratomiger 
Gase gegeben hat, sehe ich mich doch genötigt, die Theorie nochmals zu 
entwickeln, da ich eine andere Definition der Wahrscheinlichkeit benutze; 
daher unterscheiden sich meine Resultate zahlenmäßig etwas von den 
Gleichungen Tetrodes. Außerdem sind sie im Gegensatz zu jenen der 


experimentellen Prüfung zugänglich. 
8) Vgl. z.B. H. A. Lorentz, Differentialrechnung p. 121. Te 


er 
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Hierbei ist # der Winkel, den die Achse r der Molekel mit 
der im Raume festen z-Achse bildet und g der Winkel, den 
die rz-Ebene mit der x, y-Ebene bildet. Man kann alle Lagen 
der Molekel dadurch darstellen, daß man 9% von 0—a und 
g von 0—2z variieren läßt. Bezeichnet man mit © die beiden 
einander gleichen Trägheitsmomente der Molekel um die beiden 
Achsen, so folgt a 


oder = 


Wir fragen nun nach der Wahrscheinlichkeit, daß eine 

Molekel beim Durchgang durch eine bestimmte Lage, z. B. 
für den Winkel #=0 eine Energie zwischen e, und 8 + 4¢, 
besitzt. Diese Wahrscheinlichkeit ist wieder proportional der 


Energiebreite As, und der Beobachtungszeit 4t,, also 
w=f(&)de At. 


Ebenso ist die Wahrscheinlichkeit, daß die Molekel für den 
Winkel 9=0 eine Energie zwischen &, und &, + 4s, besitzt, 
während der Zeit At, = f{e,)4e, 4t,. Mithin erhalten wir 
für die Anzahl der Molekeln, die diesen Bedingungen gleich- 
zeitig genügen, die Gleichung (vgl. p. 71) 


n= Nh? f(¢,)f(&) = Nfle)fla) de, 48 4t, 44. 


Wollen wir durch Summierung derartiger Gleichungen die 
Gesamtzahl der Molekeln erhalten, so müssen wir die Zeiten 
At, und 4t, so wählen, daß jede einzelne Molekel während 
dieser Zeiten die Lagen = 0 und p= (0 gerade einmal 
passiert, d. h. wir müssen für 4¢, und 4t, die mittleren Um- 
drehungszeiten r, und r, wählen, die den Molekeln von der 
Energie zwischen «, und 4e, und «, und «, + 4s, eigen sind. 
In der Summe 


sind dann nicht für », und «, alle Werte von 0— 00 zu setzen, 


f 
sondern nur solche Werte, die durch Addition von “cata a 
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auseinander entstehen. Ganz ebenso erhalten wir für die ge- 
samte ug der Rotation 


= NM Se + 


Setzen wir für Ps stationären Zustand ä 
fe)f@) = @ e~ 
so erhalten wir schlieBlich analog wie p. 91 die drei Glei- 
chungen 
(1) 1 = Mader = hats As Ae,t, t,, 
ad (6, + &,) e~ +e) 
= Nad +8,)e" de Ae, 1, 

(3) 

Zur Auswertung der Konstanten @ und 8 beschränken 
wir uns zunächst auf das Gebiet hoher Temperaturen, d.h. 
großer Gesamtenergie, in welchem wir die Summation ohne 


merklichen Fehler durch eine Integration ersetzen können. 
Gleichzeitig setzen wir für 


Tae 


Su, ,= sin? v? 


I 


=Qudu, de = Osin? Fodr. 


Die mittlere Umdrehungszeit r, ist bestimmt durch =/r, = w, 

wenn u die mittlere Geschwindigkeit der Molekel mit der 

Energie «, ist, und ebenso 2a/rt, =v. Mithin erhalten wir 
ds, de, t, tT, = sin? Fdudv 

und durch Einsetzen dieser Gleichungen in (1) und (2) und 


Ersatz der Summation durch die Integration die beiden Glei- 
chungen 


+00 
„#9 er 


- we Ne 


- 
- 
2: 
be 
EN 
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Die Integration ist von —oo bis +00 zu erstrecken, da 
Molekeln mit gleichem &, bzw. s,, aber verschieden gerichteter 
Rotation einzeln gezählt werden sollen. Die Integration er- 
gibt nunmehr 


Fir sin ist ein Mittelwert zwischen 0 und 
zu setzen und zwar ist dieser Mittelwert 


0 
Mithin- erhalten wir schlieBlich | 
und 


8 &,=kNnE, 
(8) | +kNInO—2kNinh+ kN. 
Fir die Entropie der zweiatomigen Gase erhalten wir 


nunmehr, wenn wir nach p. 98 für die Entropie der transla- 
torischen Bewegung schreiben 


S, = FANE, + 34 Nin2 
EAN In + 

8,54Nina 

+ 

Mittels der Annahme, daß sich bei hohen Temperaturen 


die gesamte Energie gleichmäßig auf alle fünf Freiheitsgrade 
verteilt, erhalten wir 


k= £, + #, § AT, 


und 


(48) 
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S= §Rln7+ + (2,52 
| +45 Rln2 +35 —5ARlnh 
e| +35 
=$Rln7+ + 8’. 


Die Entropiekonstante 8’ enthält außer den universellen 
Konstanten 2, N und Ak noch die individuellen Konstanten 
m und ©. 

Ehe wir jedoch zur näheren Berechnung des Trägheits- 
momentes © übergehen, wollen wir zunächst die Entropie für 
die dreiatomigen Gase berechnen. 


Die Entropie der dreiatomigen Gase. 


Die dreiatomigen Molekeln stellen wir uns vor als drei 
starr miteinander verbundene, also an den Ecken eines ebenen 
Dreiecks befindliche Massenpunkte, die um drei zueinander 
senkrechte Achsen rotieren können. Ein solches Gebilde 
wird im allgemeinsten Falle drei verschiedene Trägheits- 
momente ®,, ©, und ©, besitzen. Die Rotationsenergie wird 
dann durch einen Ausdruck von der Form 
e=4(9,P+9, + 0,7?) 

gegeben. 

Die p, g und r hängen von den Abständen der Atome 
vom Drehungsmittelpunkt und den drei sogenannten Euler- 
schen Winkeln «+, m, w ab, die die jeweilige Lage der in- 
stantanen Drehungsachse bestimmen.) Um nun die ana- 
lytische Behandlung des Problems nicht zu sehr zu kompli- 
zieren, wollen wir annehmen, daB das Atomdreieck eine der- 
artige Form hat (vgl. den nächsten Abschnitt), daß zwei dieser 
Trägheitsmomente (©, und @,) einander gleich sind. Das Haupt- 
trägheitsmoment ©, bezieht sich dann auf die Rotation um 
die zur Dreiecksebene senkrechte Achse. Bezeichnen wir ae 
Winkelgeschwindigkeiten 


= U, 


1) Vel. 


z.B. Klein- Somerfeld, des 1. 
u. 100, 
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so erhält man für die En die Gleichung !) 
(u + woos 9)? + v? 4+ = +4. 
Der Winkel # kann von O0—n, aie Winkel 9 und wy können 
von 0 — 2 variieren. 
Indem wir genau dieselben Überlegungen und Rechen- 
operationen anstellen, wie bei den zweiatomigen Gasen, er- 
halten wir zur Berechnung der Rotationsentropie schlieBlich 


die drei Gleichungen 

l= afffe Blatt) de, de, de, t,t, 


E, Pia tate) de, de, dé, rt, 


Man erhält dann für hohe Temperaturen die Entropie der Ro. 
tation schließlich in der Form 


+ 6kNIn2 + 8,5kNinx +kNInO, 
+4kNInG, — 


+9kNin2+5k4Nina —3kNIn8 — 6kN Inh 


in m + +kNInO, + 84N, 
und mittels 
EB 


[3 ink — + 


8) +5 Ring 
+ In 0, + Rin 0, + 8 R| 


1) H. v. Helmholtz. Vorles. Theor. Physik. 1,2. p. 888. 
2) Die Gleichungen (4a) und (8) unterscheiden sich von den von 
Tetrode, l. c., abgeleiteten ar (18) und (19) durch ein ee 
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Die Berechnung der Trägheitsmomente. 


A. Für zweiatomige Molekeln. 


Bezeichnen wir die Massen der beiden die Molekel bilden- 
den Atome mit m, und m,, ihre Abstände vom Drehungs- 
mittelpunkt (Schwerpunkt) mit r, und r,, so ergibt 
sich, wie auch die Betrachtung der nebenstehenden I 
Fig. 1 zeigt, das Trägheitsmoment der zweiatomigen 
Molekel sofort zu 

9=mr?’+mr?. 


Aus der Definition des Schwerpunktes folgt 5 
mr, =m,r,, also 
0=m, (1 + >) 
Führen wir an Stelle des Abstandes r, den aus verschiedenen 
Theorien (vgl. weiter unten) zu berechnenden mittleren Molekel- 


Fig. 


radius o ein, also 9 = at so erhält man für 
das Trägheitsmoment 
(9) 


(9 a) m, = mM, = 3) 
erhält man daher 
(9a) = mo. 


B. Fiir dreiatomige Molekeln. 


rms Molekeln aus drei verschiedenen Atomen wann vor- 
kommen so wir unsere anf Molekeln 


die wie H,0 aus zwei gleichen Atomen m, und einem dritten 
Atom m, bestehen. Diese befinden sich dann, wie die Fig.2 
zeigt, an den Ecken eines gleichschenkligen Dreiecks, im Ab- 


Bec 
- 
NE 
Für Mol 
olekeln, die au 1 
y > 
wei gleichen A 
tom 
: 
2. 
1 
br 
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stande r,,r, und r, vom Drehungsmittelpunkt (Schwerpunkt), 
Das Dreieck rotiert um die Höhe A und die beiden zu ihr 
senkrechten Achsen. Dann folgt aus der Definition des Schwer- 


punktes 
(10) m 


2%, = 2m,(h—r,) oder r, = 


Die drei Trägheitsmomente um diese drei Achsen betragen dann 


Rotation um die zur Dreiecks- 
ebene senkrechte Achse |’ 
(11) 0, = 2m, a® (Rotation um A), 
0, = 2m, (k—r,)’+ m, r,? (Rotation um die dritte Achse), 


0, = 2m, r,?+m,r,? 


Im allgemeinen Falle werden ©, und ©, verschieden sein. Ihr 
Verhältnis wird durch die Größe des Winkels y bestimmt. 
Nach unserer auf p. 91 eingeführten Hypothese wollen wir 
annehmen, daß die dreiatomige Molekel eine derartige Form 
hat, dab 0, = 0, ist. Dann ist die Größe des Winkels y ein- 


6, = 2m, h? = = 2m, (h— +m, 7,” 

und unter Berücksichtigung von (10) H 
ogy = V- My 

2m, + Mm, 

Für Molekeln, die aus drei gleichen Atomen bestehen (z. B. 0,) 


wird ctgy = V}, d.h. das Dreieck ist gleichseitig. 
3 = Der Abstand r, ist nach dem Pythagoras gegeben durch 
r lm, + Ms y2 Mm, (m, +m,). 


2m, 


r3=a?+(h—r,)? = | (1 =) | 


Mithin gehen die Gleichungen (11) über in 


h? 2 m, +2 m, (m, + my) 44° 
(2m, + my)? (Am tm) 2m + m 
2 


’ 
2m tm 


d. | 
(12 
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aa ees deutig festgelegt und zwar ergibt sich nach (11) a 
ctg y 
ell 
7 k 
5 
a 
( 


kt), 
ihr 


nn 


- "Chemische Konstanten zwei- und dreiatomiger Gase. 95 


d.h. es wird 
(12) 0, = 0, = 


Schließlich führen wir für h den mittleren Molekelradius o 
ein, und zwar 
er, +tr 2h V2m, (m, + m,) h 
oder 
3@ (2m, + ms) 
2 YV2m, (m, + m,) + m, 


und daher 
(11b) 0, =20 = 992 + ma) my 


(V2m, (m, + m,) + m,) 


Für Molekeln, die aus drei gleichen Atomen 


bestehen, erhalten wir daher 
= 2 0, = M 0°. 


Setzen wir die (9) und (4a) 
ein, und setzen wir m = M/N, so erhalten wir für die Entropie 
konstante 8’ bei den zweiatomigen Gasen 


v= 2,52 ln Rk — 
0,5. RIn M+ Rin 2M, 
+Rm2M, +2 
und entsprechend für die Entropiekonstante der dreiatomigen 
Gase 


te 


Die zahlenmäßige Berechnung der Entropiekonstanten setzt 
also neben den Atom- und Molekulargewichten die Kenntnis 
des mittleren Molekularradius g voraus, 
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Die Berechnung des mittleren Molekelradius. 
Für die Berechnung der Größe o für eine größere Reihe 


von zwei- und dreiatomigen Gasen kommen im wesentlichen 
drei voneinander unabhängige Methoden in Betracht, sofern 
man die Zahl der Molekeln im Kubikzentimeter N, als be- 
kannt voraussetzt. 

1. Nach van der Waals ist der insgesamt von den 
Molekeln eingenommene Raum gleich dem vierten Teil der 
Konstanten 3, also 
(1) 00° 

2. Aus der kinetischen Gastheorie kann man den Quer- 
schnitt sämtlicher Molekeln aus der mittleren freien Weglänge 
und daher aus der inneren Reibung 7 berechnen. Die alte 
Theorie lieferte für diesen Querschnitt die Gleichung 


Diese muß jedoch korrigiert werden, da die Temperatur- 
abhängigkeit der inneren Reibung nicht dieselbe ist, wie sie 
von der alten Theorie gefordert wird, und zwar nach Suther- 
land durch die Gleichung 


Ber‘ 


nach Reinganum durch 

(Ib) nN, = 


8. Nach der Theorie von Clausius-Mossotti ist der von 
den Molekeln eingenommene Raum aus dem Brechungsexpo- 
nenten n bzw. der Dielektrizitätskonstante X zu berechnen, 
und zwar 


Fr 
K-1 


chungen berechneten Werte für eine Reihe zwei- und drei- 
atomiger Gase zusammengestellt. Die nach den Gleichungen I, 


32 


; 
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heat 
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lie nach diesen Glei- 
Be der folgenden Tabelle hab 
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- Die Werte unter Ila und IIb sowie unter IIa und IIIb 
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IIIa und IIIb berechneten Werte habe ich mittels der in der 
4. Auflage des Landolt-Börnstein angegebenen Werte für n 
(D-Linie) und X für 0° und 1 Atm. Druck neu berechnet, da 
die älteren Berechnungen noch nicht den neuesten Wert von N, 
(2,76.10-1°) benutzen konnten. In den Spalten Ila und IIb 
sind die nach den entsprechenden Gleichungen berechneten 
Werte den Arbeiten von Sutherland!) und Reinganum?) 
entnommen. 


Molekularradius 9 - 10° cm. 


Gas I | | Ob Illa 

H, 1,32 | 1,08 | 1,01 09 | 09 

N, 155 | 1,48 
0, 1,46 1,36 | 1,0 1,15 1,18 

Cl, 1,66 1,88 1,65 

Js | 2 hos 
HCl 1,60 | 1,87 

HBr 150 | x 
NO 1,41 1,80 
co 1,57 | 1,87 
co, 1,62 145 | 1,45 
sO, 1,77 | 1,58 | in 


stimmen untereinander recht gut überein; bei den verschie- 
denen Methoden steigen die Werte im allgemeinen in der 
Reihenfolge III, II, I. Die Werte unter I sind wohl am 
wenigsten zuverlässig und wahrscheinlich zu groß'), ob da- 
gegen die Methode II oder III richtigere Werte gibt, kann 
man nicht mit Bestimmtheit aussagen. Da es der Zweck der 
vorliegenden Arbeit ist, die chemischen Konstanten für mög- 
lichst viele Gase zu berechnen und miteinander zu vergleichen, 


1) W. Sutherland, Phil. Mag. (6) 19. p. 2. 1910. 
2) M. Reinganum, Ann. d. Phys. 10. p. 342. 1903. 

1) Vgl. auch H. Sirk, Ann. d. Phys. 25. p. 894. 1908, sowie die 
dort zitierte Abhandlung von Ph Guy 
Annalen der Physik, IV. Folge. 40. 7 
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. 
4 x cit 
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so werde ich im folgenden die in der Spalte IIIa angegebenen 

Werte benutzen, da diese, wenn sie unrichtig sind, wahr- 

_ scheinlich wenigstens mit einem nahezu konstanten Fehler be- 

haftet sind. 
bie 


xe 
NR Die Berechnung der chemischen Konstanten. 


Für die Chemische Konstante setzen wir wieder 


-%»+RlaR 
2,3 R 
Mit Benutzung der in der vorhergehenden Arbeit mit- 


geteilten Zahlenwerte für R, N und A erhalten wir somit für 

die zweiatomigen Gase, wenn wir durch Subtraktion von 6,006 
als Maßstab für C die Atmosphäre ‚wählen, 

C = 12,548 + 0,5 log M+ log2 M, + log 2 M, + 2logg 


und entsprechend für die dreiatomigen en 


VEM,(M,+M,) + M,) 


C= 19,797 + 3log M— 3 log 
1 2 


Dann erhalten wir unter Benutzung der in Spalte Illa 
angegebenen Werte von o die folgende Tabelle (in Atm.): 


Gas Cc Gas Cc 
HCl ..... — 0,25 1,74 


Diese Werte fiir C sind wesentlich kleiner als die, 

ich in der früheren Abh. II nach einer offenbar unrichtigen 
Formel berechnet hatte; sie sind daher auch wesentlich kleiner 
als die von Nernst ursprünglich angegebenen Werte. Dies 
spricht jedoch nicht gegen ihre Richtigkeit, da die Nernst- 
schen Werte mittels einiger Annahmen über die spezifischen 
Wärmen abgeleitet wurden, die später gerade durch die Ar- 
beiten von Nernst und seinen Mitarbeitern als unrichtig er- 


ER 
2 
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+ 3loge. 
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wiesen wurden. Die richtigen Werte von C müssen um so viel 
kleiner sein als die Nernstschen, wie das Integral MEN 9 

f aT 

kleiner ist als es von anil friher angenommen wurde. pe 
Die in der Tabelle gegebenen Werte von C dürften, falls die 
Boltzmannsche Theorie. der mehratomigen Molekeln der Wirk- 
lichkeit entspricht, im wesentlichen so weit richtig sein, wie der 
benutzte Molekelradius richtig ist. Ist dieser um 50 Proz. falsch, 
was immerhin möglich ist, besonders da alle Theorien mit einer 
Kugelgestalt der Molekeln rechnen, so sind die C-Werte für die 
zweiatomigen Gase um 2 log 1,5, d.h. um + 0,35 unsicher, die 
der dreiatomigen Gase können einen Fehler von ca. 0,5 ent- 
halten. Sie sind daher nur zur angenäherten Berechnung von 
Dampfdrucken und von chemischen Gleichgewichten brauchbar. 


Die Berechnung von Dampfdruckkurven. 


Die Berechnung der Dampfdruckkurve setzt, wie in der 
vorigen Abhandlung gezeigt, die Kenntnis der spezifischen 
Wärme der festen Phase bis zu sehr tiefen Temperaturen, 
sowie die der Verdampfungswärme bei einer bestimmten Tem- 
peratur voraus. Diese Daten sind von den in der Tabelle 
enthaltenen Stoffen nur bei Jod und Zis hinreichend bekannt. 


1. Dampfdruck des Jods. 


Nach p. 100 ist we 
L 


wenn Z die Verdampfungswärme bei 7 ist. Für Jod ist bei 

Zimmertemperatur J = 15000cal, c, = 3,5 R und C = 3,27. 
Die Molekularwärme c des Jods ist von +28—80° abs. 

von Nernst?) bestimmt worden, von da an bis re 


ratur von Koref,*) Den des Integrals 
f = 
1 


1) W. Nernst, Ann. d. Phys. 86. p. 481. 1911. 
2) F. Koref, Ann. d. Phys. 86. p. 49. 1911. toumiqtas 
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erhält man am besten, indem man die erhaltenen Werte von 
e/T als Funktion der 7 auf Millimeterpapier aufträgt und den 
Inhalt der Fläche auszählt, die durch die Abszissenachse, die 
Ordinate 7 und die erhaltene Kurve begrenzt wird. Die Kurve 
muß hierbei allerdings zum Koordinatenanfangspunkt willkür- 
lich gezeichnet werden, was eine gewisse Unsicherheit bedingt. 
Tut man dies, indem man den ersten Punkt 

e 7,56 

28,8 


geradlinig mit dem brary ay verbindet, so erhält man für 


— 40°C. oc | + 40 


25,4 cal cal cal 


mit einem möglichen Fehler von ca. + 2 Proz. 
Demnach erhält man (in mm Hg) 


Gef. 
15000 
log qo = + 85+ 2,967 + 9,27 + 2,88 + 1,52— 55 \ 
= — 8,65 + 0,1 
log = — 12000" 8,5 +2,436 + 8,27.+ 2,88 + 1,52—6,04 
=- 1,8 + 0,1 
15.000 
log =~ + 3406 + 9,27 + 2,88 + 1,52— 
=— 0,5 + 0,1 


Die Differenzen sind bei tieferen Temperaturen sehr gering, 
bei 40° etwus größer, was möglicherweise mit der spezifischen 
Wärme des Joddampfes zusammenhängt, deren Ansteigen eine 
Vergrößerung des berechneten p-Wertes verursachen muB.') 


2. Dampfdruck des Eises. 
Bei 0°C, ist Z= 12340, C= — 1,18, cy =4R. Für das 


1) An anderer Stelle (vgl. mein Lehrbuch p. 819) habe ich aus der 
empirischen Dampfdruckkurve OC = 3,5 berechnet, 


— 


s 
10 
ae 
ve 
D 
u 
0 
> 
=; 
. 
= 
I 
( 
{ 
Mal 3 
| 
| 
‘ 


‘ir 


By 
in 


8 


Chemische Konstanten zwei- und dreiatomiger Gase. 101 


findet man auf die oben angegebene Weise nach den Angaben 
von Nernst?) 10,0 + 0,2, also in mm Hg 


12340 
log pos = — + 4+ 2,486 — 1,18 + 2,88 + 1,74 — 2,2 
=+1,1 + 0,05. 


Der richtige Wert p = 4,6, logp = + 0,7 stimmt wenigstens 
ungefähr überein. In diesem Falle scheint die Differenz von 
0,4 durch die Unrichtigkeit des C-Wertes veranlaßt zu sein, 
da alle übrigen Angaben und theoretischen Voraussetzungen 
zuverlässiger sind. Die chemische Konstante des H,O- 
Dampfes muß also zu — 1,2 — 0,4 = — 1,6 angenommen werden. 
Behält man die zur Berechnung der Trägheitsmomente ge- 
machten Annahmen bei, so erhält man den richtigen Wert 
von C wenn man den mittleren Molekelradius o nicht zu 
1,13-107® cm, sondern zu 0,84-10-%cm annimmt. Auch 
wenn man die Annahme 9, = ©, (p. 91) fallen läßt, erhält 
man einen kleineren Wert für C, da das in die Entropie ein- 
gehende Produkt ©, ©, bei konstanter Summe ©, + @, (vgl. 
p. 95, Anmerkung) für ©, = ©, ein Maximum ist. 


Die Berechnung chemischer Gleichgewichte. 


Die Bedeutung der C-Werte für die Berechnung von Gas- 
gleichgewichten ergibt sich nach Nernst aus der Tatsache, 
daB die thermodynamisch unbestimmte Konstante der vu 
Hoffschen Gleichung 


dlog Ky _ Q 


aT ~ 32RT’ 


log k, = — 
sich durch die Summe der C-Werte der einzelnen Reaktions- 
teilnehmer darstellen läßt. Bei der Summierung sind die 
unter Wärmeentwickelung entstehenden Stoffe positiv zu zählen 
und in den Zähler der Gleichgewichtskonstanten zu setzen. 
Q ist die Wärmetönung unter konstantem Druck, und die 
Gleichgewichtskonstante X, ist die bekannte Funktion der 
Partialdrucke der einzelnen am Gleichgewicht teilnehmenden 
Gase. 


also 
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102 ). Sackur. 
Sind die spezifischen Wärmen der Reaktionsteilnehmer 


von der Temperatur unabhängig, so ist die Reaktionswärme 
= Q, — >e,-7T und die Integration ergibt 


log K, = 38 


An: Stelle der unbekannten sic ti Q, am absoluten 
Nullpunkt führen wir die bei Zimmertemperatur kalorimetrisch 
bestimmte Wärmetönung Qo. = 9, — 300-2c, ein und er- 
halten 


Qso0 + 300- PIA 


S3RT + —* log 7+ SC. 


log K, = 
Die Gleichgewichtskonstante ist also br: alle Temperaturen aus 
dieser einzigen halorimetrischen Bestimmung berechenbar. Vor- 
aussetzung ist allerdings, daß die c,-Werte sich mit der Tem- 
peratur nicht verändern. Dies ist zwar streng genommen bei 
keinem mehratomigen Gase der Fall, doch müssen wir bei 
der Berechnung diese Voraussetzung machen, weil sie auch 
der Berechnung der C-Werte zugrunde lag. Die berechneten 
Gleichgewichtskonstanten werden daher nur ungefähr mit den 
empirisch gefundenen übereinstimmen können, doch sind, wie 
man sehen wird, die Differenzen meist geringfügig. 


Qs00 = 44000, Sc, == 0, 

YC =— 0,50 + 2,74 — 1,61 = +0,68, 
also 
log K, = + 0,63. 

Hieraus berechnet sich fir 298° abs. der Wert terwen 

log K, = 82,85 touted 
und daraus die EMK. der Chlorknallgaskette 


+ 


wenn p= 750 mm und a = 2,25-10-* mm den Partialdruck 
des H, und Cl,, bzw. des HCl über der Lösung bedeutet, 


E= 1,854 Volt, 


1) Literatur bei W. Nernst, Zeitschr. f. Elektrochem. 15. p. 687. 1909. 
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gefunden wurde 
E = 1,366 Volt. 


Ferner berechnet sich für 7 = 1829° 
K, = + 5,83, 
gefunden wurde (Loewenstein) 
K,= +5,17. 
Nernst findet die Gleichung 


log K, = 7 — 0,538 log 7 + 2,42. 


Die Differenzen zwischen den nach dieser und der obigen 
Gleichung berechneten Werte betragen nie mehr als 0,1—0,2. 
2. 2HBr = H, + Br,.‘) Es ist 


= 24200, Sec,=0, C= 0,72 +2,74 — 2,61 = 0,85 
300 ’ 


Pp 


Für 308° berechnet sich die EMK. der Bromwasserstoffkette 

für die Versuche von Bodenstein und Geiger, da 


log K, = 18,84 und Z = 0,080 [18,84 + log a 


Purr 


Partialdruck mm H 
( = E ber. E gef. 
H, | HBr 
148,5 0,682 12,0 | 0,567 Volt 0,573 Volt 
768,6 1,509 225 || 0,620 0,625 
200,6 0,637 0,636 


= + 2800, Se 0, EC = 1,58 + 2,74 — 3,27 = 1,06. 


4 it 


1) Literatur bei W. Nernst, Zeitschr. f. Elektrochem. 15. p. 687. 1909. 


log K, = + 1,05. 
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log K, ber. log K, gef. 
3,06 2,92 
2,92 2,69 
2,78 2,40 
2,16 1,98 
2,02 
1,96 1,76 
1,89 1,67 
1,82 1,58 


Die Differenzen betragen mit Ausnahme des dritten Wertes 
von Stegmüller, der aus der Kurve herausfällt, durchweg 
nur 0,2, was die oben erwähnten Fehlergrenzen nicht über- 
schreitet, besonders wenn man die hohe spezifische Wä 
des Joddampfes berücksichtigt. 3 
4. 2H,0 = 2H, + O,. 
= 116000 cal, Se, = 2.4R—8-3,5R = — 
SC =2- —1,18 + 2-2,74 — 0,43 = + 2,69, 


4,517 
2500 


=> = 2,5 log + 2,69 . 


Unter Benutzung der für den Dissoziationsgrad z in Proz. 
gefundenen Werte erhält man folgende Tabelle. 


— 2,5log7 + 2,69, 


a gef.?) log K gef. 
14,00 
2,0-10-? 11,41 
1,0-107' 9,28 
1,2 8,09 
2,6 5,06 


Die Übereinstimmung ist vorzüglich. 


1) Pb. Stegmüller, Zeitschr. f. Elektrochem, 16. p. 85. 1910. 
2) M. Bodenstein, Zeitschr, f. physik. Chem. 29. p. 802. 1897. 
8) W. Nernst, Lehrbuch, 6, Aufl. p. 680, 
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5. 200, = 200+ 0, : 


Om 201,18: 940,86 
also 

log K, = — 2,5 log 7 + 1,1. 
Man erhält folgende Tabelle. fead. doen: 
— 
T a gef.!) logK, gef. | logK, ber. 13: 
1800 4,14» 10-8 13,45 11,2 
1448 2,5 -10-? 11,11 8,8 
1500 | 9.107 | 10,49 8,0 


n diesem Falle ist die Übereinstimmung sehr schlecht, 
se scheint um ca. 2,3 zu groß, d.h. Coo, um 1,15 zu groß 
zu sein, wenn man den Fehler nur auf die Theorie der drei- 
atomigen Gase schiebt. Das Anwachsen der spezifischen 
Wärme des CO, bei hohen Temperaturen kann dies kaum 
erklären, auch die Annahme eines entsprechend kleineren 
Wertes von Coo, erscheint zweifelhaft. Die Messung der spe- 
zifischen Wärme des festen CO, bei tiefen Temperaturen und 
die Berechnung der Dampfdruckkurve dürfte vielleicht Auf- 
klärung für dieses Versagen der Theorie geben. 

6. Auch für das Gleichgewicht der Stickoxydbildung stimmt 
unsere Gleichung mit der Erfahrung nur mäßig überein. Für 
2NO = N, + 0, + 43200 cal erhält man nämlich, da Sc, = 0 
und SC =— 0,04 wird, 


log 


— 0,04 
während ‘Nernst die ai | 


empirisch gut bestiitigt findet.*) Die Differenz von 0, 6 ist 

nicht so groß, wie bei der CO,-Dissoziation; sie wird mög- 

licherweise dadurch bedingt, daß bei den sehr hohen Tempe- 
1) R. Abeggs Handbuch 4. p. 183. 

2) W. Nernst, Zeitschr. f. Elektrochem. 12. p. 527. 1906. 
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raturen (1800—2000°), bei denen die Nernstsche Gleichung 
gilt, unsere Annahmen iiber die zweiatomigen Gase nicht mehr 
zutreffen. 

Uberblicken wir all diese Berechnungen, so kommen wir 
zu dem Resultat, daB die in der Tabelle p. 98 gegebenen 
C-Werte sich zur erstmaligen angenäherten Berechnung von 
Dampfdrucken und chemischen Gleichgewichten aus kalori- 
metrisch bestimmbaren Größen in mehreren Fällen recht 
gut bewährt haben, und zwar sowohl bei Molekeln, die 
aus gleichen Atomen bestehen, wie bei solchen, die aus 
Atomen ganz verschiedener Masse zusammengesetzt sind. Dies 
ist besonders bemerkenswert, da die Theorie für diese beiden 
Molekelgattungen sehr verschiedene Entropiewerte geliefert hat, 
und da zu ihrer Ableitung recht spezielle Annahmen über den 
inneren Bau der Molekel gemacht werden mußten. Anderer- 
seits ist jedoch die erhaltene Übereinstimmung wenigstens bei 
den Gasreaktionen nicht zu hoch zu bewerten, da sich mög- 
licherweise bei der Berechnung von Gleichgewichten die zur 
Ableitung der C-Werte gemachten Fehler wieder herausheben 
können. Die Theorie der mehratomigen Molekeln kann daher 
noch nicht als abgeschlossen gelten; es ist zu hoffen, daß ihre 
Anwendung auf sehr tiefe und sehr hohe Temperaturen weiteres 
Material zu ihrer experimentellen Prüfung liefert. 


Breslau, Oktober 1912. Uh 


(Eingegangen 19. Oktober 1912.) 
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4. Elektrizitdtserregung — 
beim Zerspritzen von Flüssigkeiten 


(Balloelektrizität); 
von C. Christiansen. 
Erster Teil. - 


81. Einleitung. Das folgende soll eine zusammenfassende 
Darstellung von Untersuchungen geben, die ich in den letzten 
Jahren veröffentlicht habe.!) Sie beziehen sich auf die Elek- 
trizitätsentwickelung durch den Stoß von Flüssigkeitstropfen 
gegen feste Wände; Wasserfallelektrizität ist sie von Lenard 
genannt worden. Ich werde dafür den Namen Balloelektrizität 
vorschlagen und gebrauchen. 

Die erste bedeutende Arbeit über diesen Gegenstand ist 
eine durch die Erfindung der Dampfelektrisiermaschine ver- 
anlaßte Abhandlung von Faraday.*) Von seinen Resultaten 
sollen hier besonders hervorgehoben werden, daß reiner Wasser- 
dampf ebenso wie Gase unwirksam sind, was später durch 
andere, besonders aber durch Wesendonck?) bestätigt wurde. 
Wassertropfen und Dampfstrahl machten den Kessel negativ 
elektrisch, Terpentintropfen dagegen positiv; Elektrolyte waren 
unwirksam. 

Im Jahre 1887 teilten Elster und Geitel*) einige inter- 
essante Versuche mit über den Stoß von Wassertropfen gegen 
kalte und warme Metallwände und zeigten, daß durch Ab- 
kühlung die Ladung des Metalles bei etwa 180° von negativ 
zu positiv übergeht, was sie gewiß mit Recht mit dem Leiden- 
frostschen Phänomen in Verbindung setzen. 


1) ©. Christiansen, Videnskabernes Selskabs Oversigter, Kjöben- 
havn 1909. 1911. 1912. Wf 

2) M. Faraday, Phil. Trans. 1832. 

8) K. Wesendonck, Wied. Ann. 47. p. 529. 1892. 
4) J. Elster u. H. Geitel, Wied. Ann. 82. p. 74. 1887. 
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1892 erschien die umfassende Abhandlung von Lenard?) 
über Wasserfallelektrizität, die unsere Kenntnisse auf diesem 
Gebiete sehr bedeutend erweiterte. Hier finden wir unter 
anderem Versuche mit vielen sehr verschiedenen Flüssigkeiten, 
sowie die ersten Angaben über den Einfluß der Atmosphäre, 
in welcher die Versuche stattfinden. 

J.J. Thomson?) behandelte wesentlich nach derselben 
Methode wie Lenard verschiedene prinzipielle Fragen. Er 
fand, daß fallende Wassertropfen in einer Wasserstoffatmo- 
sphäre negativ geladen wurden, in atmosphärischer Luft da- 
gegen positiv und in Wasserdampf gar keine Ladung erhielten. 
Er fand, daß mehrere organische Körper sehr wirksam waren, 
besonders in wässeriger Lösung, so z. B. Fuchsin und Methyl- 
violett, die negativ elektrisch wurden. 

1895 zeigten Lord Kelvin?) und seine Mitarbeiter, daß 
Wasser elektrisch wurde, wenn ein Strom von Luftbläschen 
durch dis Wasser heraufstieg. Diese Art von Elektrizitäts- 
entwickelung ist später von Townsend®), Kösters®), Broglie) 
und anderen weiter untersucht worden und ist gewiß mit der 
eigentlichen Balloelektrizität nahe verwandt. 

Alle die genannten Versuche zeigen, daß Wassertropfen, 
die gegen Wasser stoßen, sowohl sich selbst als das Wasser 
positiv elektrisch machen, die durch den Stoß hervorgerufene 
Luftströmung muß dann die entsprechende negative Ladung 
hinwegführen.,. Daß es sich wirklich so verhält, hat Kaehler’) 
gezeigt. Bei Anwendung von Natriumchloridlösung statt Wasser 
werden dagegen, wie Aselmann®) zeigte, sowohl Kationen als 
Anionen vom Luftstrome fortgeführt. 


82. Das Ballometer. Bei meinen Versuchen über Ballo- 
elektrizität habe ich zwei etwas verschiedene Apparate, die 


1) P. Lenard, Wied. Ann. 46. p. 584. 1892. 


9) J.J. Thomson, Phil. Mag. (5) p. 27. 1894. 
8) Lord Kelvin, M. Maclean u. A.Galt, Proc. Roy. Soc. 57. 
p. 885. 1895. 
4) J. Townsend, Proc. Camb. Phil. Soc. 9. p. 244. 1898. 
5) W. Késters, Wied. Ann. 69. p. 12. 1899. 2° a 
6) L. de Broglie, Journ, d. Phys. 9. p. 205. 910. 
7) K. Kaehler, Ann. d. Phys, 12, p.1119. 1908, = 
8) E. Aselmann, Ann. d, Phys. 19. p. 960. 1906. 
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ich Ballometer nenne, verwendet. Der erste (Fig. 1) be- 
stand aus einem Kapillaraspirator aus Glas A, dessen herab- 
gewendete Spitze von einem Rohre B umgeben war, das an 
der Spitze mittels des Kautschukrohres C befestigt war. Die 
zu untersuchende Flüssigkeit befand sich im Becherglas E, 
das auf einem Paraffinklotze M stand. Die in Z befindliche 
Flüssigkeit sowohl als das Innere des Rohres B waren durch 
Platindrähte in leitender Verbindung mit einem Pole des 
Elektrometers @ gesetzt, dessen anderer Pol mit der Erde 


ve: 
matt 


Fig. 1. 


verbunden war. Außerdem konnten die Pole des Elektro- 
meters entweder mit den Belegungen eines Kondensators H 
oder mit einem sehr schlecht leitenden Shunt J verbunden 
werden. Dieser Shunt bestand aus mehreren hintereinander 
geschalteten Kapillarröhren, die mit Nitrobenzol gefüllt waren. 

Das Ballometer ward in folgender Weise gebraucht. Von 
einer Gaedepumpe wird Luft unter einem Druck von etwa 
30 cm Quecksilber in den Kapillaraspirator durch den Kaut- 
schukschlauch P hineingetrieben. Die Flüssigkeit, die in # 
enthalten ist, stößt dann in Form von feinen Tropfen gegen 
die Innenwand des Rohres B und fällt zuletzt als große Tropfen 
herab in den Trichter Z. Um ein Beispiel anzuführen: Bei 
dem oben genannten Drucke wurde das Platinrohr 3 in der 
Sekunde von 0,62g Wasser getroffen. Dabei berechnete sich 
aus dem Ausschlag des Elektrometers eine Elektrizitätsent- 
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wickelung von 0,32 absoluten elektrostatischen Elektrizitäts- 
einheiten in der Sekunde. 

In den folgenden Versuchen wurden die Pole des Elektro- 
meters durch den oben beschriebenen Shunt verbunden. Unter 
diesen Umständen nimmt die Nadel des Elektrometers eine 
Ruhestellung ein, wenn die in derselben Zeit entwickelten und 
weggeleiteten Elektrizitätsmengen gleich groß sind. Ich fand, 
daß die Ausschläge ziemlich nahe den in gleichem Zeitraume 
entwickelten Elektrizitätsmengen proportional waren. Die Aus- 
schläge wurden in Millimetern oder Zentimetern gemessen. 

§ 3. Destilliertes Wasser. In mehreren von den oben 
zitierten Arbeiten wird bemerkt, daß es sehr schwer fällt, 
übereinstimmende Resultate zu erhalten; unberechenbare Um- 
stände scheinen sehr oft mitzuwirken, besonders wenn man 
mit destilliertem Wasser arbeitet. Dieselbe Erfahrung habe 
ich oft gemacht und viel Mühe gehabt, um die Ursache auf- 
zufinden. 

Zuerst galt es, über den Einfluß des Rohres B klar zu 
werden. Die Weite des Rohres ist gleichgültig, auch die Länge 
ist ohne wesentliche Bedeutung, wenn sie nicht zu klein ist, 
Röhren von Platin, Glas und Elfenbein gaben positive, Wachs 
und Schellack negative Elektrizität, doch gaben die zwei letzt- 
genannten auch nach längerem Gebrauch positive Elektrizität. 
Paraffinröhren gaben immer negative Elektrizität. Am kon- 
stantesten waren die Wirkungen, wenn Platinröhren gebraucht 
wurden; doch zeigte es sich, daß die Oberfläche des Platins 
sich an der Luft veränderte, wenn es längere Zeit nicht ge- 
braucht wurde. Durch Waschen mit Kalilösung und anhaltende 
Spülung mit Wasser, worunter hier wie im folgenden immer 
destilliertes Wasser gemeint ist, gab es aber immer den ur- 
sprünglichen Ausschlag wieder. 

Bevor wir weiter gehen, muß noch etwas über das 
destillierte Wasser bemerkt werden. Von dem chemischen 
Laboratorium der Polytechnischen Lehranstalt erhielt ich täg- 
lich auf einmal die für den täglichen Gebrauch notwendige 
Menge destillierten Wassers, Nur mit einem solchen Vorrat 
können vergleichbare Versuche gemacht werden. Es zeigte 
sich nämlich, daB Wasser, das an zwei aufeinanderfolgenden 
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ts. konnte. Nach der Ursache dieser Veränderung des Wassers 
habe ich vergebens gesucht. 
'0- Wenn ich nun ein in gewöhnlicher Weise gereinig‘es Glas- 
er gefäß mehrere Male mit Wasser spüle, dann bekomme ich 
ne immer denselben Ausschlag am Elektrometer, sagen wir 10 mm. 
nd Nehme ich aber ein Gefäß, das nicht besonders gereinigt ist, 
d, fülle es mit Wasser aus demselben Behälter und messe die 
ne Balloelektrizität, dann bekomme ich einen Ausschlag von 


8- 30 bis 40 mm. 

Habe ich wieder ein Glasgefäß mit Wasser, das den nor- 
malen Ausschlag 10 mm gibt, und tauche ein außen gereinigtes 
und gespültes Reagenzglas hinein, dann erhalte ich wieder 
den normalen Ausschlag, 10mm. Wenn ich aber das Reagenz- 


" glas sorgfältig mit einem Handtuche trockne und es dann 
. wieder in Wasser tauche, dann bekomme ich einen Ausschlag 
ft von 30—40 mm. 
- Es ist zu vermuten, daß alle Körper, die lange Zeit der 
2 Luft ausgesetzt gewesen sind, und besonders die, die große 
‘ Oberflachen haben, in derselben Weise wirksam sein werden. 
r Doch läßt der Versuch sich nur mit unlöslichen Körpern aus- 
" führen. So verhält es sich auch; von Körpern, die in dieser 
t Weise wirksam sind, nenne ich: Glas, Agat, Buchsbaum, Papier, 
x Leinwand, Wolle, Seide, die menschliche Haut, Blatter der 
t Bäume. 
‘ Ein Stiick alte Leinwand, dessen Gewicht 0,1 g betrug, 
. lag 1 Minute in ca. 30 com Wasser. Dadurch stieg die Ballo- 
” elektrizität des Wassers von 19 auf 95cm. Mit einem gleich 
. schweren Stück ausgewaschenen Filtrierpapiers stieg der Aus- 
‘ schlag von 19 auf 52 mm. 

Ich nahm 1 g ausgewaschenes Filtrierpapier, 1g weiße 
8 Wolle und 1g weiße Seide. Jedes von ihnen wurde in ein 
1 120 com Wasser enthaltendes Gefäß gelegt und nach Verlauf 
> von 2 Minuten wieder aufgenommen. Bei der Untersuchung 


) erhielt ich die in der Tabelle unter 1 verzeichneten Ausschläge. 
t Dann wurden die Lösungen viermal verdünnt usw. In dem 
2 vierten Versuche verfuhr ich ebenso, nur blieb die Seide unter 
N allen Verdünnungen im Wasser legen. 2 


N 
‘ 


©, Christiansen. 


1 | Papier 52 41 | 31 | 25 16 
2 | Wolle 45 57 47 | 30 21 17 14 
3 | Seide 19 532 | 65 | 50 34 26 
4 | Seide 25 oo... | on | 60 | 64 75 18 
) | 


Hier ist es auffallend, daß die erste Verdünnung die Ballo- 
elektrizität vergrößert, wenigstens für Wolle und Seide. Daß 
dasselbe auch mit Papier eintreten kann, zeigte ich in folgen- 
der Weise. Ich nahm fünf Stück Filtrierpapier von 36 bzw. 
2x 36, 4x 36, 8x36 und 16x 36 cm? Oberfläche. Fünf 
Gläser enthielten jedes 150 cm? Wasser. Die Balloelektrizität 
des Wassers wurde gemessen und ist unter 4 angegeben. Dann 
wurden die fünf Papierstücken in die fünf Gläser gelegt; nach 
drei Stunden maß ich dann wieder die Balloelektrizität, sie 
ist unter B angegeben. 


Tabelle IL 
| 


Areal A | 
eR 2x 86 ,, 16 

” 


Liegt Papier längere Zeit in Wasser, das stets erneuert 
wird, verliert es seine balloelektrische Kraft. 

Ob man zu diesen Versuchen ein Rohr von Platin, Glas 
oder Elfenbein gebraucht, ist gleichgiltig. 

Läßt man längere Zeit Luft durch Wasser strömen, dann 
wird das Wasser noch mehr balloelektrisch als zuvor. Mit 
solchem Wasser erhielt ich in einem Versuche einen Ausschlag 
von 68; durch Verdünnung mit gleich viel Wasser sank der 
Ausschlag auf 32 und durch wiederholte Verdünnung auf 24, 
23, 21. Hier ist die große Wirkung der ersten Verdünnung 
auffallend, Selbst sehr kleine Zusätze von Wasser wirken 
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sehr energisch; so fiel der Ausschlag in einem Versuche durch 
Zusatz von !/, Wasser von 57 auf 37. 

Die Untersuchung dieser eigentümlichen Wirkungen wird 
= dadurch sehr erschwert, daß sehr geringe Zusätze von Elektro- 
lyten die Balloelektrizität stark herabsetzten. 

Es will nach alledem scheinen, daß in der Luft sich ein ‘ 
besonderes Agens befindet, das sich auf den in der Luft be- 
findenden Körpern niederschlägt und die Eigenschaft besitzt, 
Wasser balloelektrisch wirksam machen zu können. Man kann * 
dabei nicht anders als an die radioaktiven Körper denken. 

Auch durch längere Berührung oder Schütteln mit vielen 
Ölen, Kochen mit Harz oder mit Stearinsäure wird das 
: Wasser balloelektrisch. In der folgenden Tabelle findet sich 
unter 1 die Wirkung der Lösung selbst und in den folgenden 


Rubriken die Wirkung der Verdünnungen mit Wasser. 
h Tabelle III. 
1 Ya | | “Vs | Wasser 

Cassiaöl 79 1m | 4 | 49 
Copaivaöl 180 98 33 | 16 
Lavendel 165 108 81 53 89,5 | 17 
Terpentinöl 117 86 4 | 39 383 | 16 
Harz 148 185 | 99 | 69 ST | (3 
Kollodium 72 79 75 24 12 
Stearinsäure 60 45 35 


Man sieht leicht, daß die Balloelektrizität zum Studium 
der Diffusion sehr geeignet ist. Man nehme ein etwa 50cm 
langes, 8cm weites Glasrohr, das unten mit einem Hahn ver- 
sehen ist und fülle es zu einer Höhe von 40cm mit Wasser. 
Auf das Wasser gießt man eine Schicht von Terpentin; die 
Höhe der Schicht ist gleichgültig. Nach etwa einer Viertel- 
| stande nimmt man mittels des Hahnes etwas Wasser heraus 
und findet, daß es balloelektrisch bedeutend stärker wirkt, als 
! das Wasser sonst wirken würde. Läßt man das ganze mehrere 
Stunden ruhig stehen, dann sollte man glauben, daß die Ballo- 
elektrizität um so größer wäre, je näher man der Oberfläche 
kommt; das ist jedoch gar nicht in dem Grade der Fall, wie 
zu erwarten wäre; nur ganz nahe an der Oberfläche wächst 


Aunalen der Physik, IV, Folge, 40, 
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die Balloelektrizität stark an. Es hatte den Anschein, als 
gäbe das Ol zwei verschiedene Körper an das Wasser ab; 
von welchen der eine sehr langsam, der andere sehr rasch 
diffundierte. 

§ 4. Elektrolyte. Die Elektrolyte geben sehr wenig Ballo- 
elektrizität. Nehmen wir an, daß das Wasser einen Ausschlag 
von a gibt und lösen dann im Wasser einen Elektrolyten auf, 
dann wird der Ausschlag bald negativ, erreicht jedoch nie den 

«e Wert — a. 

Um den Einfluß der Röhrenwand zu untersuchen, wurden 

die folgenden Versuche ausgeführt. 


Schwefelsäure. 


Druck 1 |271 19731975 13-9 9712| 
Glas 30 em|- -15 |ı | 1/1 -08-1[|17 | 18 
Platin so |- 251-2 |-1,5'0 10/0 -4 1-4 [|7 | 16 
Elfenbein 30 |- 1,8-2,5|-1,5-0,2) 1 | 1 | 0,5 |- 0,5- 1,5) 2,5) 7,5 
Glas |-9 ls Le |145/95 
Platin 60 |-12,5/-8,5|-6 |-1,5\-4 |-9 |-19,5/-18 |-12 |14 | 97 
Elfenbein | 60 ;i- 7 |-6 |-3 | 1,5) 2,5) 1,5/-1 4-3 |s |16 


Hier bedeutet 1 als Überschrift, daß die Schwefelsäure- 
lösung 49g H,SO, im Liter enthielt, also normal war. Die 
Balloelektrizität hat bei etwa */,., n. ein Minimum. Die 
Zahlen scheinen anzudeuten, daß die Balloelektrizität für 
Wasser sich wie der Druck, bei Schwefelsäure sich wie dessen 
Quadrat verhält. Zu denselben Resultaten führen auch die 

Tabetie 
Rog 


Schwefelsäure-Platin. 


| 0,01 | 0,001 0,0006 0, 0004) 0,0008 0,0002 0,0001 Wasser 


0 | 0 § o| 0o| 25| 3 
0 1 1 |= 15-1 o 9 | 5 
0 -2|- 35-35 -2 15 | 24,5 


-05|- 8 |- 55'— 65/— 7 | -4 | 195 | 88 
-1 85-11 | —5 | 22,5 
—4 |-175-18 |-14,5-18 | -5 | 26 
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Um die Balloelektrizität von Säuren ni vor ke 
die folgenden Versuche gemacht. 


Tabelle VL 


Platinrohr. 
1 | 
f Salzsäure -10 — 75-7,5—- 7 — 2 | 12 
A Salpetersäure _— 8 — 8 |—10 |-8,5j— 8 — 6,5) 13 
| Schwefelsäure |— 8 |-— 9 |— 8 |-5 |— 4,5 — 6,5) 11 
| 
B Salzsäure 5, |— 5 |-8 |- 44-2119 
Phosphorsäure — 4 — 4,5, 3 |-2,5/— 2 3 | 20,5 
| Ameisensäure — 9,5 —10 IF 6 |—0,5) 14 15,5} 16,5 
C Zitronensäure — 8,5 — 7 14 14,5. 15 
| Phosphorsäure 8 — 5 -4| 0 | 155 15,5 15 | 


Fir A und B soll 1 angeben, daß die Lösungen normal 
waren, für C war sie dagegen !/,, n. Nur die in den einzelnen 
Gruppen A, B, C verzeichneten Messungen sind untereinander 
vergleichbar. Alle zeigen sie, daß die chemische Natur der 
Säure ohne wesentliche Bedeutung ist, alles kommt auf die Kon- 
zentration an und die Balloelektrizität ändert sich sehr lang- 
sam mit ihr. 


| 


1 | 4! | 471 43 4 4-* 
Natron | - 8 /-10,5| —8 0 7,5 | 11,5 | 14 | 
A Kali |- 95-9 | —5 41 9 |15 |" 
| Baryt | -11,5/- 9 | 8 | 105/16 | 17 
|, Ammon | 18 85| 55| 6 6,5 | 85 | 14 | 
Natron |-12 |-10 | -75|1-75|1-8 05 | 18,5 | 


In A ist die Lösung 1 !/,,n., in B dagegen */, n. 
Die drei erstgenannten Basen haben ungefähr dieselbe ballo- 
elektrische Wirkung, ee FR wirkt in ganz anderer 
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Platinrohr. 

Kaliumsulfat —5 -3 05| 1 7 13 
Kaliumkarbonat | -4,5 | —5 |-5 | —2,5 2,5| 2 10 16,5 
Kaliumacetat I-4 |-2 | 45 | 12,5 | 19 


Hier wie überall, wo nicht anderes bemerkt, bedeutet 1, 
daß die Lösung normal war. Die genannten Kaliumsalze 
verhalten sich bei größeren Konzentrationen fast gleich; bei 
hohen Verdünnungen dagegen nicht, was auch sehr oft bei 
den früheren Versuchen der Fall war. 


Tabelle IX. 

Kaliumsulfat | - 85 |- 7 — 55 |—- 2 5 22 
Ammoniumsulfat | — 6 — 17 - 6 0 0,5 20 
Aluminiumsulfat | — 8 -5 — 5,5 0 18 | 21 
Magnesiumsulfat | — 8 — 45 |—- 8 1 12,5 22 
Kadmiumsulfat -8 -8 — 17 — 2,5 7,5 18,5 
Kupfersulfat —13 —14,5 | —12 - 5 4 17 
Nickelsulfat 11 19 
Nickelehlorid | -10 |-10 | -11 |- 65 | 75 | 18 


Die Lösungen unter 1 sind !/,n. Die sechs ersten Spalten 
verhalten sich sehr nahe gleich. Die Unregelmäßigkeiten, die 
sich hier zeigen, kénnen verschiedene Ursachen haben. Durch 
Filtration wird, wie oben gezeigt, die Balloelektrizität des Wassers 
bedeutend erhöht; deshalb brauchte ich immer Lösungen, 
die nie in Berührung mit Filterpapier gewesen waren. Auch 
die Herkunft der Salze könnte von Einfluß sein. Mein Kollege 
Professor E. Biilmann hatte die Güte, mir zwei verschiedene 
Proben von Natriumkarbonat zu verschaffen, die eine war aus 


Handelssoda, die andere aus Kryolith he gel: beide wir 
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Dem Chemiker E. Gyntelberg verdanke ich Lösungen 
von Kaliumsulfat, die durch mehrmalige Umkristallisation ge- 
reinigt waren; auch sie ergaben alle dieselbe Wirkung. 

85. Stoß von Säuren gegen Isolatoren. Es ist oben bemerkt 
worden, daß Isolatoren, wie Wachs oder Siegellack, durch 
den Stoß der Wassertropfen negativ elektrisch werden. Ersetzt 
man das Wasser durch Salzlösungen oder durch alkalische 
Lösungen, kann man keine zuverlässigen Resultate erhalten; 
mit Säurelösungen geht es besser, wohl, weil die meisten der 
nicht benetzbaren Körper entweder Säuren sind oder wenigstens 
Säuren enthalten. Beispiele davon finden sich in den Tabellen. 


Tabelle X. 
Wachsrohr. 


| 1 | | | 47° 


| | | . ‘ 
Salzsäure | 55 | 85 | | 65] 35 — 65 | —24,5 
Schwefelsäure 8 | 25|—-17 | —40 
Phosphorsäure | 3,5 | 8,5 | 10 | 95/7%5|—-1 | —82 | —36 


Tabelle XII. 
Schwefelsäure-Paraffinrohr. 


Druck | 1 | 471 | 4m 


— — — 


10cm 4 5,5 8,5 2 | 1 -05| - 


18,5 17 | 14 11 - 


| a> | oe 
‘Salzsiure | 27 | 16 | | s 1 | 
Schwefelsäure | 26 | -15 
Phosphorsäure | 28 16 | 18 | 10 | 6 [.- 1 —50 
Ameisensture | 145| 10 | 9 | 5 | 
Essigsäure 18 18 | 5 1 | 
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Die drei Säuren, Schwefelsäure, Salzsäure und Phosphor- 
säure, geben demnach fast die gleiche Balloelektrizität; der 
Zeichenwechsel findet bei einer Konzentration von etwa 45n. 
statt, ganz wie bei dem Stoße gegen Platin, nur in entgegen- 
gesetzter Richtung. Mit wachsendem Druck wächst auch die 
Balloelektrizität, stärker für die Säuren als für das Wasser; 
ebendasselbe fanden wir bei Platin (Tab. IV und V). Das 
alles stimmt mit der von Lenard angegebenen Theorie dieser 
Elektrizitätserregung überein. Nach ihm ist die Oberfläche 
des Wassers mit einer elektrischen Doppelschicht versehen, 
deren negative Seite der Luft zugekehrt ist. StoBen zwei 
Wassermassen gegeneinander, dann reißt sich etwas von der 
negativen Belegung los, geht in die Luft über und macht sie 
negativ elektrisch. Je stärker der Stoß, desto mehr Ionen 
wurden in dieser Weise von dem Wasser abgegeben. In 
dieser Weise erklärt sich ohne weiteres die positive Ladung 
der benetzbaren Körper. Stößt aber Wasser gegen einen 
Isolator, welcher nicht benetzt wird, dann muß dieser einige 
von den freigewordenen Ionen aufnehmen und ladet sich dabei 
negativ. In derselben Weise erklärt sich die Bildung von 
negativer Elektrizität in den oben genannten Versuchen von 
Faraday und Elster und Geitel, wo große Temperatur- 
differenzen die Benetzung verhindern. Betrachten wir nun 
statt des Wassers eine Säurelösung, dann muß die positive 
Seite der Doppelschichten der Luft zugekehrt sein und daraus 
folgt auch der wahrgenommene Zeichenwechsel der Ladung. 

86. Kontakt von Säuren mit Isolatoren. Im Jahre 1907 
entdeckte C. W. Lütz'), daß Paraffin negativ elektrisch wurde 
durch Berührung mit Wasser. Da ich mich früher mit ähn- 
lichen Erscheinungen beschäftigt hatte, interessierte diese 
Wahrnehmung mich ganz besonders und ich bemühte mich, 
die Sache weiter zu verfolgen; dabei benutzte ich folgendes 
Verfahren. AB ist ein Glasrohr, das innen mit einer Schicht 
des zu untersuchenden Isolators bekleidet ist. In der Mitte 
ist das Glasrohr bei C mit Stanniol umgeben. @ ist ein 
Glasgefäß, das die zu untersuchende Flüssigkeit enthält. AB 


1) C. W. Lütz, Zeitschr. f. physik. u. chem, Unterricht 20. p. 
1907; Beibl. 31. p. 1071. 1907. 
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ist mittels eines Kautschukschlauches mit dem Dreiweghahn D 
verbunden; Z führt.zu einer Wasserluftpumpe, a und 5 sind 
Platindrähte, die zu den Polen eines Quadran- 
tenelektrometers oder eines empfindlichen Gal- 
vanometers führen. 

Es sei das Rohr mit Pech bekleidet; 
saugt man dann Wasser in das Rohr hinauf, 
dann macht die Nadel des Elektrometers gar 
keine Bewegung; läßt man aber Luft in das 
Rohr hineintreten und das Wasser sinken, 
bekommt man einen kräftigen Ausschlag mit 
negativer Elektrizität. Saugt man wieder Fig. 2. 
Wasser in das Rohr hinauf, dann erhält man 
einen etwas kleineren Ausschlag mit positiver Elektrizität; nun 
wird ja die in dem Stanniol gebundene positive Elektrizität wieder 
frei. Setzt man nun etwas Säure zum Wasser, dann erhält 
man ganz ähnliche Ausschläge, aber das Vorzeichen der 
Ladungen ist nun das entgegengesetzte. Als Beispiel führe 
ich die folgenden Versuche an. 


Tabelle XIII. 


Pech. 
1 10-1 10-2 
Essigsäure . . . . 20 10 —15 
Ameisensiiure . . 21 11 7 
Salzsäure .... 13 13 28 
Sehwefelsäure . . 17 16 38 
Salpetersäure. . . 9 7 23 
—16 —13 —21 


= Interessant ist es, daß sehr verdünnte Säuren ein nega- 
tives Maximum haben, wie die folgenden Versuche zeigen. 
Tabelle XIV. 


Pflanzenwachs. 


Ameisensäure . 
Ameisensäure . 


—40,5 | —385 | —88,5 
—25,5 
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B . — 35 | —51 —50 | —49,5 | —49 ee 
| 
. —44 | —58,5 — 48,5 { 
4 —24 | —89,5 
Schwefelsäure. . | —20 —25,5 
| 


— 


Die Oberflächenbeschaffenheit der Isolatoren ändert sich 
sehr leicht unter den Versuchen, wie es die wiederholten Ver- 
suche mit Ameisensäure in Tab. XIV zeigen. Deshalb ist es 
nicht leicht, die Gesetze für diese Art von Elektrizitätsent- 
wickelung nachzuweisen. Ich glaube doch, das folgende Gesetz 
aufstellen zu können: Säurelösungen von demselben elektrischen 
Leitungsvermögen geben dieselbe Elektrizitätsentwickelung bei 
Berührung und nachheriger Trennung von Isolatoren. Um dies 
zu zeigen, bereitete ich Lösungen mit demselben Leitungs- 
vermögen von folgenden Paaren von Säuren: 


Als Isolatoren gebrauchte ich: Wachs, Pech, Schellack, 
Paraffin, Kolophonium. Die Versuche bekräftigten, innerhalb 
der hier gewiß ziemlich weiten Grenzen der Versuchsfehler, 
das oben genannte Gesetz. 

§ 7. Verschiedene Arten von Balloelektrizität. Die Unter- 
suchungen von Lenard und J. J. Thomson sowohl als die 
hier mitzuteilenden Beobachtungen haben ergeben, daß es ver- 
schiedene Gruppen von Lösungen gibt, nämlich: 

1. Elektrolyte; alle Salze, die sich normal verhalten bei 
der Elektrolyse und bei Doppelumsetzungen; viele Säuren und 
Basen; ihre Balloelektrizität ist sehr schwach, diese Lösungen 
nenne ich deshalb aballoelektrisch, oder kürzer aballisch. 

2. Wasser, wässerige Lösungen von Ölen und Filtrier- 
papier, Ammoniak usw. Diese Körper geben verhältnismäßig 
viel Balloelektrizität, indem sie die Platinplatte positiv elek- 
trisch machen. Solche Lösungen nenne ich autokataballisch. 
Lösungen von Chinin, Anilin und vielen anderen organischen 
Lösungen, besonders die Lösungen von Trichloressigsäure und 
ihre Verwandte, geben der Platinplatte große negative Ladungen. 
Diese Lösungen nenne ich autoanaballisch. 

3. Durch Versuche über Mischungen von Lösungen, die 
diesen zwei Gruppen angehören, habe ich gefunden, daß solche 
Mischungen viel mehr Balloelektrizität geben als die Kompo- 
nenten. Dadurch bin ich dazu geführt, eine neue Gruppe auf- 
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zustellen, die ich die hyperballische nenne. Als Beispiel führe 
ich folgendes an. Eine 1-molare Lösung von Athylalkohol 
gibt eine Balloelektrizität von 0,9, eine 1-molare Lösung von 
Kaliumchlorid eine von 0,1; mische ich aber gleiche Volumen 
von diesen beiden Lösungen, dann wird die Balloelektrizität 
davon gleich 7,0. Nehmen wir statt des Alkohols eine Lösung 
von Trichloressigsäure, bekommen wir eine Balloelektrizität 
von —10. Man kann somit die Äthylalkohollösung hyper- 
kataballisch, die Trichloressigsäurelösung hyperanaballisch 
nennen. In dieser Weise ist es fast immer möglich, die uns 
hier interessierenden Eigenschaften der Lösungen kurz zu be- 
zeichnen. 

Das hier beschriebene Verhalten der hyperballischen Lö- 
sungen erleidet in gewissen Fällen Ausnahmen, die doch leicht 
erklärlich sind. Kali ist aballisch, Essigsäure hyperballisch; 
mischt man aber beide Lösungen, dann bekommt man, wenn 
die Mischung alkalisch ist, keine Balloelektrizität, weil sowohl 
Kali als Kaliumacetat aballisch sind. Ist dagegen die Mischung 
sauer, dann haben wir eine Mischung von Kaliumacetat und 
Essigsäure und man bekommt eine große elektrische Wirkung. 

Schwefelsäure und Kaliumacetat sind beide aballisch; ihre 
Mischung gibt dagegen starke Balloelektrizität, weil da Schwefel- 
säure die Essigsäure frei macht. 

Essigsäure und Äthylamin sind beide hyperballisch; bilden 
wir aber von ihnen eine neutrale Lösung, dann gibt diese keine 
Anzeichen von Balloelektrizität; ist dagegen eine von den beiden 
im Überschuß vorhanden, erhalten wir starke Balloelektrizität. 

Im folgenden wird das Verhalten der hyperballischen Lö- 
sungen durch viele Beispiele erläutert werden. Zu den Ver- 
suchen benutzte ich ein Ballometer von der jetzt zu beschrei- 
benden Form. 

A A (Fig. 3) ist ein weites isoliert befestigtes Glasrohr, 
das bei 3 und C mittels zweier Korkpfropfen geschlossen ist 
und zwei Seitenrohre D und E trägt. Durch B tritt der 
Kapillaraspirator hinein, durch C geht ein Glasstab S, welcher 
den Pfropfen @ trägt, an welchem eine runde Platinplatte H, 
dessen Diameter 83cm beträgt, mittels Siegellack befestigt ist. 
J ist ein Becherglas, das auf einer Paraffinplatte steht. Durch 
den Kautschukschlauch Z tritt Luft unter einem Drucke von 
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31 cm Quecksilber in den Kapillaraspirator hinein; die in J 
befindliche Flüssigkeit wird dann in feinen Tropfen gegen die 
Platinplatte geschleudert, von ihr zurückgeworfen, sammelt 
sich zu großen Tropfen, die in den Trichter X hineinfallen. 
Die Luft, mit sehr feinen Tropfen vermengt, geht durch das 
Rohr D hinweg. An die Platinplatte H ist ein Platindraht a 
gelötet, ein anderer Platindraht 5 geht in die Flüssigkeit J 
hinab; beide sind miteinander und mit einem Pole des Qua- 
drantenelektrometers verbunden. Die übrige Einrichtung ist 


TE 


asdad. 


Fig. 3. 


wie die oben (p. 109) beschriebene; übrigens ist im folgenden 
immer der Wert der Ausschläge in Volt angegeben. Der Ab- 
stand von der Spitze des Kapillaraspirators zur Platinplatte 
war 1 cm. 

88. Mischungen von Äthylalkohol und Kaliumchlorid. Zuerst 
wurde die Balloelektrizität verschiedener Lösungen von Ka- 
liumchlorid gemessen. Hier wie überall in dem folgenden be- 
deutet m die Anzahl von Molekülen im Liter; haben wir es 
mit einer aballischen Lösung zu tun, wird das oft durch Zu- 
fügung von dem Index a, also m, bezeichnet; ist es eine auto- 
ballische oder hyperballische Lösung, wovon die Rede ist, 
dann wird die Konzentration mit m, bezeichnet. 


Tabelle XV. 
Kaliumcbloridlésung. 
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V ist die Balloelektrizität in Volt gemessen. Die Aus- 
schläge des Elektrometers waren sehr konstant. Ganz anders 
verhält es sich mit Mischungen von Athylalkohol und Wasser, 
wie folgende Tabelle zeigt, wo die Reihenfolge der Messungen 


durch Pfeile angedeutet ist. eke a 
Me | 4 2 1 My | 1, 
1058 1,45 1,4 
Fü 0,6 25 | 1,5 1,55 1,8 
| 1,5 | 2,0 1,6 


Die Ursache dieser Unregelmäßigkeiten muß in Verände- 
rungen der Oberflächenbeschaffenheit des Platins gesucht werden; 
es ist aber schwer zu sagen, worin sie bestehen. Gewiß ist 
es nur, daß sie verschwinden durch Zusatz einer elektro- 
lytischen Lösung. 


Tabelle XVII 


Kaliumchlorid | Äthylalkohol, m, = 

m; log 1000 m. 0,1 0,2 | 05 | 10 | 20 | 40 

10 | 80 | 1,86 | 368 | 5,73 | 720 | 7,48 | ze. 
05 | 27 | 1,65 | 80 | 5,06 | 684 | 6,73 | 612 
02 28 | 245 | 440 | 5,52 | 6,00 | 5,84 
0,1 2,0 2,17 | 385 | 496 | 527 | 4,62 
005 | 17 | 1,85 | 320 | 418 | 4,56 | 388 
0,02 1,8 | 258 | 3,28 | 3,58 298 
0,01 | 1,0 | 205 | 277 | 2,84 | 2,80 
0,005 0,7 | 1,56 | 206 | 210 | 1,70 | 
0,002 | 0,8 | 1,48 | 1,52 | 1,20 


Diese Tabelle ist so zu verstehen. Mischen wir gleiche 
Volumina von einer Lösung, die 4,6g Äthylalkohol im Liter 
enthält und von einer Lösung, die 74,5g Kaliumchlorid im 
Liter enthält, dann erhält die Platinplatte eine Spannung von 
+1,86 Volt. 

Aus der Tabelle ersehen wir, daß Mischungen mit kon- 
stantem Alkoholgehalt um so mehr Balloelektrizität geben, je 
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mehr Kaliumchlorid sie enthalten, oder, was dasselbe aussagt, 
je größer m, ist. In Fig. 4 sind die Resultate aller Versuche 
graphisch dargestellt; als Abszisse ist log 1000 m, gewählt, 
die Ordinaten geben die Balloelektrizitit an. Die Kurven 
weichen so wenig von geraden Linien ab, daß wir mit einiger 
Annäherung ihren Gleichungen die Form 


Ganz anders steht die Sache, wenn wir Lösungen mit 


) 

as 
Fig. 4. Fig. 5. 


lich, daß die Balloelektrizität etwa für m, = 1,5 Maximum 
wird, und das für alle Werte von m,. In Fig.5 ist die Ballo- 
elektrizität für m, = 0,01, 0,1 und 1,0 graphisch dargestellt, 
indem m, Abszisse ist. 

Bei den in Tab. XVII mitgeteilten Versuchen war der 


Luftdruck wie gewöhnlich 31cm Quecksilber. Um den Ein- 


fluß der Variation des Druckes zu zeigen, wurden die folgen- 
1/,,-m. Kaliumehlorid und Athylalkobol. 


Atbylalkohol, m, = 
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Diese Versuche zeigen, daB die GréBe des Druckes von 
keinem oder jedenfalls sehr geringem Einfluß ist auf die Kon- 
zentration, bei welcher die Balloelektrizität ihr Maximum hat. 
Diese Konzentration sollte demnach nur von der Natur des 
hyperballischen Stoffes abhängen. 

Obgleich ich mich in dieser Arbeit wesentlich auf sehr 
verdünnte Lösungen beschränkt habe, werde ich doch hier 
etwas über die Balloelektrizität der verschiedensten Mischungen 
von Äthylalkohol und !/,, KCl mitteilen. Ich ging dabei von 
einem 99proz. Alkohol aus. 


Tabelle XIX. 


Ballo- Ballo- 
‘ho KCl elektrizitat BO elektrizität 
10 0 ccm —0,2 | 2cem 8 ccm 4,2 
9 1 -05- | 1 9 5,6 
x 2 -06 | 1 19 5,45 
7 3 39 5,0 
6 4 0,45 1 79 3,8 
5 5 -01 | 1 159 2,4 
4 6 os | 1 319 1,25 
8 7 2,35 | 0 10 0,0 
In Fig. 6 sind diese Versuche graphisch , a 
dargestellt. Die Abszissen geben die in ; 2 
10 cem der Mischung enthaltene Menge von 4 ; 


KCL. 3 
§ 9. Athylalkohol und Elektrolyte. Wir 2 
wollen nun sehen, wie Mischungen von Athyl- 1 
alkohol und verschiedene Elektrolyten sich %— 
verhalten. Zuerst untersuchte ich Mischungen rs 
von einigen normalen Kalisalzen mit 1-molarem 
Athylalkohol 


1-m. Athylalkohol und Kalisalze. 


| 4, KON 101 | 1, K,SO, 

| 1, KSCN 101 | 1, K,00, 

| KNO, 95 | 1, K,C,0, 

| 4), KC,H,0, | 110 | | 
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Hier ist die Balloelektrizität für Kaliumchlorid gleich 100 und 
gesetzt. Man sieht, daß die meisten Salze sehr nahe dieselbe vale 
Wirkung geben, doch finden sich auch große Abweichungen 

Tabelle XXI. sch 
Athylalkohol und Alkalisalze, mit 
sau 
| | 1,00, | 1480, HO 05 
| 100 9% 108 100 | 
Na i 102 98 3 99 101 | 103 hal 
Am 99 97 97 | 96 30 ein: 
Tabelle XXII. 
1/, Athylalkohol und verschiedene Säuren. it 
Schwefelsäure | 1/,H,SO, | 92 | Chromsäure 1/,H,CrO, | 77 — 
Salpetersiure | HNO, 49 Ameisensäure | CH,0O, | 21 
Salzsäure HCl 52 Essigsäure C,H,0, 36 
Phosphorsäure | '/,H,PO, | 79 Weinsäure | "yg C,H,O, | 98 Mi 


Hier wie überall in dem Vorhergehenden ist die Ballo- 
elektrizität für !/, KCl gleich 100 gesetzt. Die Chloride haben 
alle fast dieselbe Wirkung; die Säuren dagegen verhalten sich ‘ 
sehr verschieden, nur die Weinsäure hat fast dieselbe ballo- At 
elektrische Wirkung wie Kaliumchlorid. 

Die balloelektrische Methode kann offenbar in der chemi- 
schen Analyse Anwendung finden. Hat man z.B. eine Kalium- 
chloridlésung von unbekannter Stärke, braucht man sie nur Pr 
mit dem gleichen Volumen von 1-molarem Athylalkohol zu 
mischen; aus der Balloelektrizität dieser Lösung findet man 
dann leicht die Stärke der Lösung. Den Alkoholgehalt einer 
Lösung bestimmt man natürlich in gleicher Weise. 

Wie wir gesehen haben, geben viele Salzlösungen nähe- Is 
rungsweise dieselbe balloelektrische Wirkung; dadurch wird 
es möglich, die Summe der Äquivalente in einer Mischung von 
verschiedenen Salzlösungen zu finden. 

Das städtische Wasser Kopenhagens gab bei der ballo- 
elektrischen Untersuchung am Elektrometer einen Ausschlag 
von 2,6cm; denselben Ausschlag gab eine 0,005-normale Lö- 
sung von Kaliumchlorid. Nach der chemischen Analyse ent- 
hält dasselbe Wasser in 100000 Gewichtsteilen 14 Teile CaO 
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und 2,2 Teile MgO, d.h. 0,14/28 + 0,022/20,1 = 0,006 -Äqui- 
valente. 

Von Prof. M. Knudsen erhielt ich eine Probe von Meeres- 
wasser, das bei der balloelektrischen Untersuchung einen Aus- 
schlag von 8,9 cm gab, denselben Ausschlag erhielt ich auch 
mit einer 0,64-normalen .Kaliumchloridlösung. Aus der Zu- 
sammensetzung des Meereswassers fand ich aber, daß es 
0,59 Äquivalente Salz enthalten sollte. 

§ 10. Verschiedene Alkohole. ‘Die folgende Tabelle ent- 
hält die Resultate von Versuchen über die Balloelektrizität 
einer Reihe von Alkoholen, die entweder mit destilliertem 
Wasser oder mit !/,,- und !/,-molarer Kaliumchloridlésung 
gemischt wurden. 


Tabelle XXIII. 


| Konzentration der Alkohollösungen, m, = 


Methylalkohol | 4 | 2 ap 
1/, KCl | 36 | 29 | 1,95 | 1,05 | 05 
io KCI 2,35 | 1,85 | 1,24 | 0,65 | 0,4 
H,O | 1,3 1,8 1,5 | 1,85 | 1,1 
Athylalkohol | 4 | 2 | 1 | 
Y, KCl 69 | 72 | 7,0 60 | 42 | 37 
‘49 KCl 4,6 50 | 495 | 39 | 2,7 | 1,65 
H,O (0,95) 18 | 14 13 | 1,0 | 05 
Propylalkohol | 4 | 2 | 1 ee ee a 
KCl 57 | 37 | | 98 | | 88 
V9 KCl 8,7 5,4 6,6 64 | 5,8 | 3,65 
H,O 145 | 225 | 25 | 26 | @4 | 20 
1/, KCl 9,8 12,1 | 11,7 | 9,5 6,9 
1/,, KCl 6,05 1,7 1,6 | 6,4 4,5 
H,O 8,2 8,8 34 | 805 | 2,6 
| | 


q 
| 
| 
} 
| 
‘ 
| 
4 
2 
\ 
KCl 60 6| 625 | 55 | 405 | 24 ES 
- 
H,O 10 | 085 | 095 | 08 0,8 
E 


Man sieht, daß das Maximum der Balloelektrizität bei | “#78 
desto größerer Verdünnung auftritt, je mehr Kohlenstoffatome 
im Alkoholmoleküle enthalten sind; daß auch Methylalkohol | haft 
ein solches Maximum besitzt und zwar ungefähr bei m, = 4, 


habe ich durch besondere Versuche gefunden. Mest 
Ubrigens zeigten sich bei diesen die « 
| | | Versuchen eigentümliche Unregel- ; 

mäßigkeiten, besonders mit Isobutyl- dies 

BESUBN alkohol, deren Ursache ich nicht habe Ds 
mene finden kénnen. Die Versuche mit 

= KCl sind in Fig. 7 graphisch dar- 
2 gestellt; die Abszissen sind mit 

 log(4/m,) proportional. 
Fig. 7. Aus den oben genannten Ur- “et 
. sachen kann von einer genauen Be- a 


stimmung der Maxima und der dazu gehörigen Konzen- a 
trationen nicht die Rede sein. Ich habe deshalb mehrere ir 


Versuche in dieser Richtung gemacht, deren Resultate in ae 
Tab. XXIV vorgezeichnet sind. Das Maximum der Ballo- 
elektrizität für Athylalkohol ist gleich 100 gesetzt. 4 Isot 
J. 
Tabelle XXIV. der 
KCl. falli 
en i reck 
Konzen- Balloelektrizität 
tration 
m, Gemessen | Berechnet Kal 
Ver 
Methylalkohol 4 43 38 daß 
Äthylalkohol 2 | 100 100 dar! 
Propylalkohol 1 173 | 160 
Isobutylalkohol | 243 | 224 
Amylalkohol | 290 286 
Es sei p die Zahl von Kohlenstoffatomen im Molekiile m 
der Alkohole; wir haben dann, daß die dem Maximum ent- Ä 
sprechende Konzentration in der Nähe von P 
| 8 x 2-7 = 28-P Is 
liegt. Das Maximum selbst wird dann durch 
sun 
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dargestellt. Ich weiß sehr wohl, daß diese Angaben nur sehr 
rohe Annäherungen sind, doch muß ich mich bei der Mangel- 
haftigkeit des Beobachtungsmateriales darauf beschränken. 
Ich bin nicht näher auf die den Allylalkohol betreffenden 
Messungen eingegangen, weil dieser Alkohol mit Rücksicht auf 
die chemische Konstitution von den übrigen sehr verschieden ist. 
Es ist sehr wichtig zu wissen, ob isomere Verbindungen 
dieselbe Balloelektrizität geben oder nicht. Zur Beantwortung 
dieser Frage sollten die folgenden Versuche dienen. 


Tabelle XXV. 


| | Konzentration der Alkohole, m, 
it | 
| | | ‘ls | the | Yes 
u en „KCı | 11,4 | 92 | 645 | 38 | 1,9 
Kopropylalkohol| '/, KCl 9,8 | 87 | 6,65 | 4,55 | 2,5 


94 | 67 | 38 | 1,7 
935 | 67 | 35 | 18 


Butylalkohol 49 KCl | 11,9 | 11,4 
Isobutylalkohol | '/,, KCl | 11,8 | 11,25 


Es unterliegt somit keinem Zweifel, daß Butylalkohol und 
Isobutylalkohol dieselbe balloelektrische Wirkung haben. Man 
wäre deshalb geneigt, die Ursache des Unterschiedes zwischen 
der Balloelektrizität von Propyl- und Isopropylalkohol in zu- 
fälligen Umständen zu suchen; doch liegt dazu keine Be- 
rechtigung vor. 

Bis jetzt ist immer von Mischungen von Alkohol mit 
Kaliumchloridlösungen die Rede gewesen. Ich habe auch einige 
Versuche mit anderen Elektrolyten gemacht, welche zeigen, 
daß das Verhalten verschiedener Elektrolyten große Analogien 
darbieten. 


Tabelle XXVI. 
| Druck | | | AlCl, 


Methylalkohol: 4-m 81 cm 2,8 1,9 1,6 
Athylalkohol 2-m 81 5,0 4,3 8,8 
Propylalkohol er 81 8,6 1,4 6,9 
Isobutylalkohol !/,-m. 20 8,95 8,4 oe... 


Bei Mischungen von sehr verdünnten alkoholischen Lö- 


sungen mit Kaliumchlorid wo es sich, daß die Balloelektrizität 
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der Alkoholmenge proportional wächst; demnach sollte das 
Verhältnis zwischen der Balloelektrizität B und der Kon- 
zentration m, sich einem konstanten Werte nähern. Um diese 
Konstante zu bestimmen, habe ich eine besondere Reihe von 
Versuchen angestellt, wobei jedoch zu bemerken ist, daß eine 
halbnormale Lösung von Kaliumchlorid die Balloelektrizität 
— 0,15 gab; ich habe deshalb 0,15 zu den beobachteten Werten 
der Balloelektrizität addiert. 


Tabelle XXVII. KCl. 


B fi Konzentration der Alkohole, m, = 

— für 

% | | Ne | the | "iss | "lee | | "ass 
Methylalkohol | 1,95 | 2,5 20 2,8 | | | 
Athylalkohol | 16 | 18 | 20 | aoe 
Propylalkohol | 58 61| 61 
Isobutylalkohol 146 | 166 | 168 | 154; 
Amylalkohol | | | 258 | 278 | 282 | 248 


Auch in dieser Weise tritt die große balloelektrische 
Wirkung der höheren Alkohole deutlich hervor; einen einfachen 
Zusammenhang zwischen ihr und der Zahl der Kohlenstoff- 
atome im Alkoholmoleküle habe ich doch nicht finden können. 

§ 11. Monovalente fette Säuren. Diese Säuren haben in 
ihrem balloelektrischen Verhalten große Ähnlichkeit mit den 
Alkoholen, wie die folgenden Versuche zeigen. 


Tabelle XXVIII. 


gemischt Konzentration, m, = 

Ameisensäure | Wasser |-0,1 |—0,1 [-0,1 |-0,1 |-0,1 |-0,1 |-0,1 
Essigsäure mei 0,5 0,8 0,8 | 0,7 05 | 0,8 0,2 
Propionsäure 1,5 2,15} 2,5 1,65; 1,2 | 0,6 
n. Buttersäure ae 1,35| 3,25) 2,85) 2,45 1,9 


Ameisensäure | '/,, KCl |—0,15|—0,15|-0,05, 0 | 0 | 0,05) 0,1 
Essigsäure | | 2,2 2,8 | 2,5 2,0 1,2 | 08 
Propionsiure | 4,75| 57 | 55 | 48) 80| 4,75 
n. Buttersäure  „ | | | 8,7 | 81) 6,65) 51 

| 


| 
| 
| 


~ 


Methylalkohol | „ 2,0 1,65| 1,15) 0,5 08 | 0,1| 0,0 
Äthylalkohol | „ 44 | 56 | 46 | 3851 22] 1,1] 0,4 
5,5 | 


Propylalkohol _,, 
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Die Versuche über die Balloelektrizität der Säuren sind 
in der Fig. 8 graphisch dargestellt, wo die Abszissen den 
log 4/m, proportional sind. Ameisensäure verhält sich offenbar 


= 

Ost Fig. 8. ia 


wie ein Elektrolyt; die Maxima für die übrigen Säuren haben 
die 


uxt 


_Propionsäure n. 


die sich wie ’ :2:3 verhalten, Die den Maxima m 
Konzentrationen sind 4a 
20,75 -0,25 2-1,% 
Wenn p dieselbe Bedeutung wie oben hat, dann ist die den 
Maxima entsprechende Konzentration dargestellt durch 
92,75 —P, 
Ebenso wie fiir die Alkohole habe ich durch besondere 


Versuche den Grenzwert von 3/m, für Mischungen der fetten 
Säuren mit !/, KCl zu finden gesucht. 


a. Konzentration der Säuren, m, = 
— für 
| “le Is | "lee | ‘les | | Hase 
| 
Essigsäure 7.7 95 | 108 | 11,7 | 
Propionsäure 81 44 48 | 46 43 
n. Buttersäure 97 129 141 113 ete 
Valeriansiiure | | 205 249 251 247 210 


Die Resultate der Tabb. XXVII und XXIX sind in 


Tab. XXX zusammengestellt 


f 


= 
| 
ve wir 3 
- vite 
Ae 
1 ure 
| 
| 
> 
, 
RER 
3 
a. 


1/, KCl. 
Alkohol 
Ameisensäure . . . 0 ell 
Methylalkohol . . . 2,5 un Wi 
Essigsäure . . . 11 
Äthylalkohol. . . . 18 Bi 
Propionsäure. . . . 46 
Propylalkohol . . . 60 ER 
n. Buttersäure . . . 130 RR 
Isobutylalkohol. . . 165 
Valeriansiure . . . 250 1 

Au Amylalkohol. . . . 280 


Pre 


812. Essigsäure. Um an einem Beispiel die balloelek- 
trischen Eigenschaften der fetten Säuren näher zu beleuchten, 
wurden die folgenden Versuche gemacht. Zuerst wurde die 
Balloelektrizität von Mischungen mit verschiedenen Elektrolyten 
gemessen. 


1, | 52 | | 4,3 
1/, AmNO, 4,8 1/,Cu(NO,, | 5,0 
KNO, | 4,6 | *'/,Ca(NO,), | 4,8 | '/,H,SO, | 


Es ist von besonderer Wichtigkeit, zu wissen, ob Essig- 
säure seine hyperballischen Eigenschaften verliert, wenn sie 
durch eine Base neutralisiert wird. Zu diesem Zwecke wurden 
Mischungen von Essigsäure, Kali und Wasser dargestellt, die 
in 80 cem der Mischung 20 ccm Kali und wachsende Mengen 
von Essigsäure enthielten. 


Tabelle XXXII. 


Kali 1-m. 20 | 20 
Essigsäure I-m. | 0 5 
Wasser | 60 | 55 
Balloelektrizitat | —0,1/— 0,1 
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Diese Versuche sind in Fig. 9 dargestellt; die Abszissen 
geben die Säuremenge an. Die Figur zeigt, daß die ballo- 
elektrische Wirkung der Essigsäure vollständig verschwindet, 
wenn die Mischung basisch ist; erst wenn sie freie Essigsäure 


3 


> 


enthalt, tritt deren balloelektrische Wirkung hervor, und sie 

ist anfangs der Menge der freien Essigsäure proportional. 
Dasselbe zeigt sich in einer anderen Weise, wenn man 

einer gegebenen Menge von Essigsäure nach und nach Kali- 


lösung zusetzt. gun 
Tabelle XXX 02 


Essigsäure Im. | 20 | 20 |20 | 20 20 
Kali 1-m. 0 | 5 |10 {15 | 20 40 
Wasser 60 | 55 (50 | 45 40 | 20 


Balloelektrizitat 0,6) 1,2| 1,35] 0,95} 0,0 1-0, 05, -0,05| -0,05|-0,05 


Fig. 10 zeigt, wie die Balloelektrizität wächst, wenn mehr 
und mehr Kali zugesetzt wird. Das Maximum scheint erreicht 
zu sein, wenn die Hälfte der Essigsäure von Kali gebunden 


seeds Fig. 10. idowos 
worden ist. Die » Balloelektrizität rührt offenbar von der Ein- 
wirkung der Essigsäure auf das Kaliumacetat her. 

Aus diesen Wahrnehmungen können wir folgendes schließen: 
Kaliumacetat ist aballisch; durch Zusatz von Salzsäure, die 
auch aballisch ist, muß Essigsäure frei werden und durch 
deren Wirkung auf das Kaliumchlorid muß Balloelektrizität 
entstehen, was durch die folgenden Versuche bestätigt wir. _ 


| 
| 
Ä 
PL 
q 
v 


184 


Kaliumacetat 1-m. 20 20 | 20 | 20 20 
Wasser 60 50 40 | 30 20 
Eine Säure (u) 0 | 20 30 40 
Salzsäure !/, HCl | —0,05 1,85 | 2,9 2,8 2,9 
Schwefelsäure !/,H,SO, —0,05 1,8 2,6 2,75 2,8 
Essigsäure '/, C,H,O, —0,05 1,85 | 2,9 8,65 3,65 
Tabelle XXXV, 
Kaliumchlorid 1-m. 20 20 20 20 | 20 
Wasser 60 50 40 30 | 20 
Essigsäure 1-m. 0 10 20 30 =| 40 
Balloelektrizitat —0,05 | 17 | 28 8,385 | 8,65 


Aus diesen zwei Tabelien sieht man auch, daß Essigsäure 
dieselbe Wirkung hat auf Kaliumchlorid wie auf Kaliumacetat, 
was mit unserer Auffassung übereinstimmt. 

Es entsteht hier natürlich die Frage: Wie verhalten die 
fetten Säuren sich gegeneinander, wenn die eine von ihnen an 
eine Base gebunden ist? Zur Orientierung darüber sollten die 
folgenden Versuche dienen. Alle Lösungen waren !/,-molar. 


Tabelle XXXVL 


| Salzsäure Essigsäure | Buttersäure 


Natriumchlorid 0,1 1,0 | 1,6 
Essigsaures Natron 1,8 1,0 6,8 
Buttersaures Natron 7,8 7,25 8,95 


Es ist offenbar und war auch zu erwarten, daß die Salz- 
säure sowohl die Essigsäure als die Buttersäure beinahe voll- 
ständig aus ihren Verbindungen ausgetrieben hat; dasselbe 
gilt von der Essigsäure gegenüber der Buttersäure. Dagegen 
muß man annehmen, daß die Buttersäure nur eine geringe 
Menge von Salzsäure und Essigsäure frei gemacht hat. 

8 13. Polyvalente fette Säuren. Wie folgende Tabelle 
zeigt, verhalten diese Säuren sich ganz anders als die vorher- 
gehenden. In den drei ersten Rubriken finden sich die Werte 
der Balloelektrizität für Mischungen von !/,-molaren Lösungen 
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der Säuren mit Wasser, !/ KCl und 1-molarem Alkohol; in der 
vierten Rubrik steht die Balloelektrizität von einer Mischung 
von !/,-molaren Lösungen der Säuren mit 1-molarem Alkohol 
vermischt. 


Tabelle XXXVI. 


KCI Alkohol 

a b 
Glykolsäure —0,05 —0,1 1,8 1,35 
Milchsäure 8,85 6,5 3,7 8,05 
Oxalsäure —0,1 —0,1 8,1 2,6 » 
Malonsäure —0,2 -0,2 3,3 805 
Bernsteinsäure 0,25 0,7 2,75 2,6 
Äpfelsäure -0,1 —0,15 8,25 
Weinsäure 0,0 —0,1 8,7 


Die meisten dieser Säuren sind also aballisch, nur Milch- 
säure und Bernsteinsäure sind Ausnahmen. Die einbasische 
Glykolsäure gibt mit Alkohol vermischt eine etwa halb so 
große Wirkung als die übrigen, die alle zweibasisch sind. 

Milchsäure und Bernsteinsäure sind offenbar balloelektrisch, 
die erste zumal in sehr hohem Grade. Im folgenden soll aus- 
schließlich von ihr die Rede sein. 

Ich stellte zuerst eine 8-molare Lösung von Milchsäure 
her, welche in gewöhnlicher Weise mit Wasser oder mit !/, KCl 
verdünnt ward; dadurch erhielt ich die folgenden Werte der 
Balloelektrizität. 


Tabelle XXXVIII. 
uote Milchsäure Ho Kol ah ‚ut 
‘haw 8-m. 6,1 
2,4 455 atteia:: aif 
ash) 1,2 . 
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C. Christiansen. 


Ich untersuchte nun das Verhalten der Milchsäure, wenn 
nach und nach Natron zugesetzt wurde. 


M 

Tabelle XXXIX. Sz 

Milchsäure "/,-m. | 20 |20 |20 |20 |20 | 20 20 
Natron !/,.m. 0 5 | 10/15 |20 | 80 40 
Wasser | 40 35 30 25 20 10 0 

Balloelektrizität | 5,85 net, 3,05 | 0,35 | 0,0 | —0,05 | —0,05 eine 

leic 


Die balloelektrische Wirkung verschwindet, sobald die 
Säure neutralisiert worden ist; nur die freie Milchsäure ist 
balloelektrisch wirksam. 

Demnächst untersuchte ich die Wirkung von Schwefel- 
säure auf milchsaures Natron in der Erwartung, daß dabei 
Milchsäure frei werden müßte; zu meiner größten Überraschung 
schien dieses aber gar nicht der Fall zu sein. 


Tabelle XL. 


Milchsaures Natron !/,-m. | 20 | 20 ' 20 | 20 | 20 20 | 20 


Schwefelsäure !/,-m. | 5 10 |15 |20 | 380 | 40 
‘Wasser . | 40 Is | 80 |25 |20 |10 | O 
Balloelekrizität | -0,1| 00) 015| 0,2] 02] 0,2 


Um die Sache näher zu untersuchen, nahm ich !/,-molare 
Lösungen von Milchsäure, von Salzsäure und von den Natron- 
salzen derselben Säuren. Wurden dann gleiche Volumina von 
Milchsäure und Natriumchlorid miteinander vermischt, erhielt 
ich eine Balloelektrizität von 8,85 Volt; mischte ich dagegen 
in demselben Verhältnis Salzsäure mit milchsaurem Natron, 
war die Balloelektrizität nur 0,3 Volt. In beiden Fällen waren 
dieselben Mengen derselben Stoffe in der Lösung zugegen und 
die Balloelektrizität doch so äußerst verschieden. 

Mischte ich gleiche Volumina von äquivalenten Lösungen 
von Salzsäure, Milchsäure und Natron, war die Balloelektri- 
zität äußerst verschieden nach der Reihenfolge, in welcher 
die Stoffe zugesetzt wurden. 

Milchsaures Ammon dagegen zeigte, wie in der folgenden 


Tabelle ersichtlich ist, nichts Anomales. 
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Tabelle XLI. 


Milchsaures Ammon !/,-m. | 20 20 |} 2 | 20 | 20 


Salzsäure !/,-m. K dur | 10 20 30 40 
Wasser kt der Pee so | 20 10 0 


Balloelektrizität | 1,85 5,8 9,5 95 | 


Hier ist es nur auffallend, daß milchsaures Ammon selbst 
eine nicht unbedeutende Balloelektrizität gibt, was sich doch 
leicht erklärt dadurch, daß dieses Salz wohl hydrolysiert ist. 
= (Eingegangen 7. Oktober 1912.) 
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a 5. Die vollständige Lösung der Differential- 
gleichungen 

i zweier magnetisch gekoppelter, konstant 
ER gedämpfter elektrischer Schwingungskreise: 
Jai won F. Kiebitz. 


Inhalt: 1. Einleitung. 2. Mathematischer Hilfesatz. 8. Das Ge 
setz der magnetischen Koppelung: a) Allgemeine Lösung, b) Integra- 
tionskonstanten, c) Anfangsbedingungen, d) Allgemeines Gesetz. 4. Un- 
gedämpfte Kreise: a) Allgemeiner Fall, b) Koppelung Null, c) Koppe- 
— 1, d) ER 5. Ergebnisse. 


Die der gekoppelten Schwingungskreise 
J. v. Geitler, A. Overbeck, V. Bjerknes, P. Drude und 
M. Wien im wesentlichen entwickelt. 


Er Sie führt auf lineare homogene Differentialgleichungen 
ee vierten Grades. Das Verfahren, nach dem ihre Lösungen 


bisher aufgesucht wurden, läuft im wesentlichen darauf hinaus, 
aus der ihrer Form nach bekannten allgemeinen Lösung die 
physikalische Bedeutung der auftretenden Rechengrößen für 
jeden besonderen Fall zu ermitteln. 

Dieses Verfahren führt zu einer richtigen Beschreibung 
der Vorgänge, und obgleich es umständlich ist, muß man es 
anwenden, solange die allgemeine Lösung nicht gefunden ist. 

Es ist auch bekannt, daß es grundsätzlich möglich sein 
muß, die Eigenschaften des gekoppelten Gebildes auf algebra- 
ischem Wege aus denen der Einzelkreise und der Koppelung 
zu ermitteln, doch ist es bisher nicht gelungen, die allgemeine 
Lösung in geschlossener Form darzustellen. 

Die Schwierigkeit beruht in der Lösung einer algebra- 
ischen Gleichung vierten Grades. Im vorliegenden Aufsatz 
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wird gezeigt, daß sich diese biquadratische Gleichung im all- 
gemeinen Falle auf eine kubische Gleichung zurückführen läßt. 

Mit der so gefundenen kubischen Resolvente läßt sich die 
allgemeine Lösung der Differentialgleichung durchführen und 
zum Ausgangspunkt der Theorie machen. 

Naturgemäß stimmen die Ergebnisse, soweit sie bisher 
bekannt waren, mit denen früherer Arbeiten überein, doch 
erscheinen sie jetzt ohne umständliche Rechnung als beson- 
dere Fälle eines allgemeinen Gesetzes. 
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2. Mathematischer Hilfssatz. 

In dem Ausdruck a 


(la) =0,-4, E, + w,-A, F, + 0,-4, E, + w,-A, F, 


sollen die Größen oe und w Konstanten sein und die Größen 
A, E und F folgende Funktionen von t: 


Ib 1% =ae-e!t, B=sin(mt+@), F, = cos(w,t+e), 
A, =a"e-e', HE, =sin(a,t+a”), F, = cos(w, t+ a”). 
Differentiiert man beide Seiten von (la) viermal nach ¢, 

so ergeben sich der Reihe nach folgende Gleichungen: 


=f = + 0,7) 4, -@’+97)4 8; 


‘i h deb 
(@,? + 0,*){o,-4, #, — w, A, Al f 
+ (0? + 4, H, — A, F,}, tory 


f”= (@,? + {(@,? — 0,7) 4, 4, + 2 @, 4, 4} 
+ (©? + 05°) (@,? — 03°) 4, + 20,0,4, F,}, 
f” = (@,? + 0,7) A, +0, (@,?—39,") 4, A} 
+ 4, BE, (w,”—30,*) A, 

Diese vier Gleichungen sind ebenso wie (la) linear in 
bezug auf die Funktionen 4, #,, 4, F,, 4, #, und 4, F,. Durch 
Elimination dieser vier Funktionen erhalten wir eine Gleichung 
D=0, in der D eine fünfreihige Determinante darstellt. 

Die Glieder der dritten bzw. fünften senkrechten Reihe 


dieser Determinante enthalten sämtlich den Faktor w, bzw. o,. 
Wir können also D durch w,-, dividieren. Ersetzen wir 
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auBerdem zur Vereinfachung der Schreibweise die Größen 
durch « auf Grund der Gleichungen 


(a) „=0’+0, =o," + @,%, 


so erhalten wir: 


f x; — Us 
0% 0, Us 
f" =u, (u,—2 0,7) 2 0, u, u, (u,— 20,2) 20, u, 


Diese Determinante hat folgende Eigenschaft: Multipliziert 
man die ersten vier wagerechten Reihen der Reihe nach mit 
den Ausdrücken: 


b 2b = 2(0, 

(e ) = U, + 4 01 + U, ’ G 


(d) 2d:=2(0, +9)» 


so ist die Summe aller Glieder der zweiten senkrechten Reihe 
gleich Null, ebenso die Summe aller fünf Glieder der dritten, 
der vierten und der fünften senkrechten Reihe, z. B.: 


Q, (u, — 2 u, (0, + 0, + + u, + 40, 0,) 
(u, — 2 9,%)(0, +0) + (4 0,7 3m) 
= u,(l — 2+ 1) 
+9%%-2+ 2) Pelunces 


2 


+ (—4 +4) =0. 


Wenn man also die beschriebenen Multiplikationen aus- 
führt und alsdann zu den Gliedern der ersten wagerechten 
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Reihe die darunterstehenden Glieder der übrigen vier Reihen 
addiert — wodurch der Wert der Determinante unverändert 
bleibt — so nimmt die erste wagerechte Reihe die Form an: 


af+25f+ef”+df"+f” 0 0 0 0. 


Entwickelt man nunmehr die Determinante nach dieser ee 
Reihe und dividiert man durch die Unterdeterminante des 
ersten Gliedes — sie hat den von Null verschiedenen Wert: 


(u, — — 4 (0, — 05) (0, % — 0, %) 
— so erhält die Gleichung D=0 die Form: 
(I) 
Um die Gleichungen (a), (b), (c), (d) nach u,, v,, o, und o, 
aufzulösen, führen wir die Hilfsgröße ein: 
(2) z=u+%. 
Aus den Gleichungen (z) und (a) ergibt sich alsdann: 
(IIL a) 
2u, =z — 4a. 
(2) und (c) liefern: 
(z’) 40,0,=c—z. 
Diese Gleichung ergibt in Verbindung mit (d): 
20, =d+yz—e+a, 
20, =d-Yz-c+a. 
Fir o, ate liefern die Gleichungen (u), (IIIa) und (IIIb) 
folgende Ausdrücke: 
2 4a —2dyz—-c+di, 
Setzt man die Werte (IIla) und (IIIb) von « und o in 


die Gleichung (b) ein, so erhält man die folgende kubische 
Bestimmungsgleichung für z: 


(LV) 


(IIb) 


= 0, 
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Wir gelangen also zu dem folgenden 


Hilfssatz: 


allgemeine Integral einer linearen homogenen is 
tialgleichung vierter Ordnung von der Form: 


=0 


lautet: 

fi) = a’ e~ “!fo, «sin (@, t + a’) + w,-cos(w, t+ 
M + + w,-cos(w, t+ a}. 
Dabei sind a’, a”, a, a” willkürliche Integrationskonstanten. Zur 


Bestimmung von w,, ®,, 0, und 0, löse man zunächst die Glei- 
chung dritten Grades: ; 


(IV) 
nach z auf. Sodann ist: 
+2 4a—2dyz—c+d’, 


d—Yz—e+ 


8. Das Gesetz der magnetischen Koppelung. 


a) Allgemeine Lösung. 


Wir betrachten zwei magnetisch gekoppelte Schwingungs- 
kreise, 1 und 2, und bezeichnen mit C, und C, die Kapazität 
ihrer Kondensatoren, mit Z, und Z, die Selbstinduktions- 
koeffizienten, mit W, und W, die Widerstände ihrer SchlieBungs- 
kreise. 

Wir bezeichnen ferner mit Z,, den Koeffizienten der In- 
duktion, die der Kreis 2 auf 1 ausübt, mit Z,, die Induktion 
von 1 auf 2, 

e, und e, bedeuten die Ladungen, ¢,/C, und ¢,/C, mithin 
die Spannungen der Kondensatoren zu einer beliebigen Zeit ¢; 
i, und i, sind die Stromstärken, die in den Schließungskreisen 
zur Zeit ¢ fließen. 

Alle diese Größen sollen i in 5 RE: 
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Das Spannungsgleichgewicht in den beiden Kreisen wird 
dann in bekannter Weise durch die beiden Gleichungen aus- 
gedriickt: 


2 +2: 


t 


Da i die zeitliche Abnahme von e a also die Glei- 
chungen gelten: 
(2) | 


4 a’ di 
so kann man die Gleichungen (1) in folgender Form schreiben: 
8) + L, C,¢,"+ Ge¢”"=0, 

e, + DL, Ly Ge,”=0. 


Die zeitlichen Ableitungen von e sind dabei durch Striche 
gekennzeichnet. 
Man kann nun die erste Gleichung nach e, auflösen, die 
zweite nach ¢ zweimal differentiieren und sodann in die so 
gefundene Gleichung den Wert von e, einsetzen. Dann er- 
hält man eine Gleichung vierter Ordnung für e. Das um- 
gekehrte Verfahren liefert dieselbe Gleichung für e,. 
Das Ergebnis dieser bekannten Umrechnung!) lautet bei 
der gewählten Bezeichnungsweise: 
— + 2(r, +r + (0,2 +47, 7, +0, 
+ 2(r, 0,7 +17, + 0,20,7¢,, = 0. 
Dabei sind die Größen &*, o und r zur abkineune für 
folgende Ausdrücke geschrieben worden: 
(5) k? = at ig ’ ea?’ 

Ihre physikalische Bedeutung ist bekannt: A ist der magne- 
tische Koppelungskoeffizient, oder einfach die Koppelung der 
beiden Schwingungskreise. o, bzw. o, ist die Zahl der Schwin- 
gungen des Kreises 1 bzw. 2 in 2 Sekunden, seine Frequenz 
oder Häufigkeit. r, und r, sind die Dämpfungsfaktoren der 
Kreise 1 und 2. Die Dämpfungsfaktoren sollen zunächst noch 


— 


(4) 


1) Vgl. z.B. W. König, Drudes Physik des Äthers 1912, p. 478. SR 
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| 
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nicht durch die Dekremente ersetzt werden, weil die folgenden 
Rechnungen übersichtlicher werden. 

Die Differentialgleichung (4) hat die Form (IT), und zwar 
haben die Größen a, 5, c, d jetzt folgende Bedeutung: _ 


i-# OO, 
Bin 1, +1; 0,7 O,W, + C, Wy 
(6) 1 20, 0, L, I, - Lis 
1— 0,0 L, Ly — Lys Ley 
d = r, + aii W;+ W; + - Ly W, 
| 2 LL- Ia- Tas 


Mithin lautet die allgemeine Lösung des Systems der vier 
simultanen Differentialgleichungen (1) und (2): 
eratio, -cos(w, t+ + -sin(w, t+ «')} 
(2) + a,” -cos(w, t + «,”) + 0,-8in t+ a,")}, 
€, = a,/-e-%* -Cos(w, t + + 0, + sin(w, + @,’)} 
+ a,” + «@,”) + 9,-sin(@, t + @,")}. 
i, = a, (@,? + sin (w, + @,') 
+ a,” (@,? + t+ @,"), 
, = a, + 0,7)-e—%*- sin (w, t + @,’) 
+ a,” (0,2 + ¢ + @,"). 


Dabei sind die Größen » und o nach Auflösung einer 
Gleichung dritten Grades mit dem Hilfssatz aus den Größen #, 
L und C algebraisch zu berechnen, indem man die Werte (6) 
von a, 5, c, und d in die Gleichungen (III) und (IV) einsetzt. 

Die Gleichungen (6) und (7) besagen, daß in jedem System 
von zwei magnetisch gekoppelten Schwingungskreisen von be- 
liebiger Dämpfung und beliebiger Schwingungshäufigkeit Strom 
und Spannung in jedem Kreise durch die Übereinanderlagerung 
von zwei gedämpften Sinusschwingungen dargestellt werden, 
deren Dämpfungsfaktoren und deren Häufigkeiten mit dem 
Hilfssatz aus der Koppelung und den entsprechenden Größen 
der ungekoppelten Kreise auf algebraischem Wege berechnet 
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b) Die Integrationskonstanten. uw eg 


Die acht Integrationskonstanten a und & in den Glei- 
chungen (7) und (8) sind nicht sämtlich willkürlich, sondern 
sie müssen für alle Werte von ¢ die Gleichungen (3) erfüllen. 

Diese Gleichungen wollen wir vermöge der Abkürzungen (5) 
in folgender Form schreiben: ER, 


” I, ” ow 


Die Größen e, e’ und e” können wir in bequemer Form 
darstellen mit Hilfe der Abkürzungen: 


+9" + 0," = Us, 
(9) @, @s 
folgt aus (7): 


e, =a,’ Yu, sin(w, ¢ + @," + &) | 

+ a,” Yu, e~@*- sin(@, + a,” + 8), 
sin(w,t + @,') 

— a," u, - sin (@, ¢ + an 


e 


e,” =a,’ u, Yu, -e~%!- sin(@, — &) 
+ a," us Vu, -eet.gin + a,” — 8), 
=a, Vu, gin (@, t + +8) 
+ a,” Vu, -e-et. sin(w, + a,” +8), 
a, u, sin ¢ + 
¢ + 


” 
a, U, 


eo, = a,’ Yu, .erat.sin(m, a," — 
a + a,’ Uy sin (@, a” — &,). 


Beachten wir, daß das logarithmische Dekrement 0, einer 
Schwingung von der Häufigkeit w, und dem Dämpfungsfaktor o, 


durch die Gleichung definiert ist: mahlen: 


7, = 22-2 und ebenso „=2r-%, 
Annalen der Physik. IV. Folge. 40. , 10 


den 
de 
? 
: 
r 
4 
;) 
n 
4 


so können wir für (9) auch schreiben: = | 

(9) cigs, = 


Die Gleichungen (10) und (9’) sagen slid über die Phasen- 
verschiebungen & folgendes aus: 

„Die Kotangente der durch die Dämpfung verursachten 
Phasenverschiebung zwischen Strom und Spannung jeder 
Koppelungswelle ist der 2% Teil ihres Dampfungsdekrementes“. 

Wir fahren in der Berechnung der Integrationskonstanten 


entstehen so zwei Gleichungen von folgender Form: 


a,’ Yu, Beet - sin + + 1’) 
= vit ale a, u, Yu, -sin(w + — &) 
an an a, u, Vu, e . sin t+ — &,). 
a, Vu, By’ - sin (m, + % +2) 
+a,” Vu, B, sin (w, t + a,” + 
u Yu, e ef. sin (w, ¢ + a," — &,) 
= L [7 7 4 
a, "u, Yu, - sin (w, t + a,” — &). 


folgende Ausdrücke geschrieben worden: 

[| = V(0,? + u, — 27, — — r,”), 
B,” = Vo? + % — 27,0? — 40,70," — 
= V(0,* + m — 27,0, — 40,7(0,7 — 7,9), 
B, = V(o,? + — 9)” — 4,7 (0,7 — 1,7), 


"2 fort und denken uns die Ausdrücke (10) in (3°) eingesetzt. Es 


Darin sind die Bezeichnungen B und zur für 


sinn,” My) die Übereinanderiug 
. ” (0,7 — plore 
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Die Forderung, daß die Gleichungen (11) für alle Werte 
von ¢ erfüllt sein sollen, zerfällt bei gliederweiser Vergleichung 
der beiden Seiten jeder Gleichung in je vier teas Sie 
lauten, fiir beide Gleichungen berechnet: 


(18) — = — + 8) = 
” 7 4 
= (0, + 8) = + &- 
a,’ B,’ L, ’ 563 abis 
a i: a de Le U + B, 


Die beiden rechten Seiten jeder dieser vier Gleichungen 
müssen vermöge der Lösungen des Hilfssatzes untereinander 
übereinstimmen; d. h. sie stellen vermöge der Gleichungen (12), 
(9), (5) und (III) dieselben algebraischen Funktionen der Größen L, 
C und W dar. 

Die acht Integrationskonstanten a und @ sind also durch 
vier unabhängige Gleichungen miteinander verbunden ((18) 
und (14)). 

Die Elimination der vier Konstanten a,’, a,”, a,” und «,” 
soll für den allgemeinen Fall nicht durchgeführt werden, weil 
sie auf umständliche Ausdrücke führt, die für die Berechnungen 
in dieser Abhandlung entbehrlich sind. 

Es ist von Interesse, zu bemerken, daß die Gleichungen 
für die Phasenänderungen n (12) auch in der Form geschrieben 


werden kénnen: Avi he 
ce) Die Anfangsbedingungen. 


Da von den acht Integrationskonstanten der Gleichungen 
(7) und (8) nur vier wesentlich sind, so können wir vier An- 
fangsbedingungen vorschreiben. Als solche wollen wir wählen: 
Es soll sein für 


(15) t=O: 


| 
n- 
> 
er wis 
n 
LS 
% 
= 2 nm 
10* 
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oder nach (2) und (10): ah sul 


a,’ Yu, sin (@,'-+ + a,” sin &) = 


(16) a, u, sine, + a, uw, 810 =(, 
a,’ Yu, sin (o,’-+8,) + a,” Yu, sin(@,”+ &) = 0, 
Ph a, u, Sin a," + a,” u, sin @,” =0. 
Ke 


Diese Anfangsbedingungen besagen, daß zur Zeit ¢=0 
beide Schwingungskreise stromlos sein sollen und der zweite 
Kreis außerdem ladungsfrei. 

Sie sind also streng erfüllt, wenn die Schwingung im 
ersten Kreis durch einen Funken erregt wird und dem zweiten 
Kreise von außerhalb des gekoppelten Systems keine Energie 
zugeführt wird; die Zeit, zu welcher der Funken einsetzt, ist 
dann mit Null bezeichnet. Allerdings sind in diesem Falle 
: die Voraussetzungen der Theorie insofern nicht streng erfüllt, 
als der Dämpfungswiderstand W, den Funkenwiderstand ent- 
hält, ‚der keine Konstante bedeutet, sondern eine wenig be- 
kannte Funktion der Stromstärke und mithin der Zeit darstellt. 

Wird der erste Kreis durch einen Wienschen Stoßkreis 
mit Löschfunkenstrecke erregt, so ist sein Dämpfungswider- 
stand von der Zeit an konstant, wo der Funken erlischt, und 
insofern sind die Voraussetzungen der Theorie streng erfüllt, 
Die Bedingung, daß der zweite Kreis noch strom- und ladungs- 
frei sein soll, in einem Augenblick während des Erlöschens 
der Fuukenstrecke, in dem der erste Kreis stromlos ist, läßt 
sich bei geeigneter Anordnung mit großer Annäherung erfüllen. 
Unter Umständen kann jedoch eine besondere Prüfung der Vor- 
gänge vor dem Erlöschen des Stoßfunkens erforderlich werden, 
z. B. wenn der Stoßkreis den zweiten Kreis merklich induziert. 

Immerhin ist zu bedenken, daß die Anfangsbedingungen 
und damit die Erregungsweise nur die Amplitude und die 
Phase der Koppelungsschwingungen beeinflussen, nicht aber 
ihre Periode und Dämpfung. ag 


ash nor 
d) Das allgemeine Geset © 
Wir fassen die vorstehenden Rechnungen zusammen in 


dem folgenden Koppelungsgesetz, das ohne Einschränkung für 
alle Schwingungszahlen, Dämpfungen und Koppelungen gilt: 
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Es seien 1 und 2 zwei magnetisch gekoppelte Schwin- 
suigehiales Wir bezeichnen mit C, und C, die Kapazität 
ihrer Kondensatoren, mit Z, und J, ‘die Selbstinduktion, mit 
W, und W, den Widerstand ihrer Schließungskreise, mit Z,, 
die Induktion von 2 auf 1, mit Z,, die Induktion von 1 auf 2. 
e, und e, bedeuten die Ladungen der Kondensatoren zur Zeit £, 
i, und i, die Stromstärken, die zur Zeit ¢ in den Schließungs- 
kreisen vorhanden sind. Alle diese Größen werden in gleichem, 
absolutem MaBsystem gemessen. 

Alsdann wird der zeitliche Verlauf der Ladungen und 
Ströme dargestellt durch die Gleichungen: 


a,’ Yu, +8) iss 2 dose. 
a,” yu, .e-&t.sin (@, t+ + 


ll 


„= a, Yu, sin(@, t+ + 
+ Vu, sin(w, t+ +8), 

i, = sin(w, t+ @,’) 
+ sin(w,t + 

= sin(w, t + @,’) 
+ a,”:u, sin (w, + @,”). 


Hierin bedeuten die acht Größen a und « Integrations- 
konstanten. 

Zur Bestimmung der Größen «, &, g und « bilde man 
die Schwingungshäufigkeit der einzelnen Kreise (d. h. die Zahl 
der Schwingungen in 2 Sekunden) ohne Dämpfung: 


reir we hale 
(eT) bas 

ferner die Dämpfungsfaktoren: a nogitda ml 


(C) 


quudoisic 
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Sodann berechne man die HilfsgréBen: 
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HH 
b=” 0,7 + 1, 04? 1 C, W, + C, W, 
F) | 1- 20, C, L, Ly — Lu Ly de 
1-K GC, Ly — Lu ! 
d- _ 1. LM+LW 
und löse die Gleichung dritten Grades: 8 8 er 
(G) 2’ — cz?— 4(a—bd)z+ 4(ac—ad*?—b}}=0 
nach z auf, Alsdann berechnet man die Häufigkeit w und m 
die Dämpfung e der Koppelungsschwingungen nach den 
Formeln: 
40?=z+c—-2d?+2 
40? 
(J) 
| 20, =d—Yyz—c+d’. 
Die Hilfsgrößen u und « ergeben sich nach den Formeln: 
(K) 2u, = 2(@,? + 0,7) =z + Yz’— 4a, | \ 
Qu, = 2(0,?+0,)=z— 4a, ( 


Von den acht Amplituden- und Phasengrößen a und « 
sind nur vier wesentlich; sie sind untereinander durch die vier 4 
Gleichungen (13) und (14) verknüpft. 

Im übrigen hängen sie von den Anfangsbedingungen ab. 
Schreibt man als Anfangsbedingungen vor: a: 


(15) t=0, mt, 4=i=mi,=0, 


so dienen zur Berechnung der acht Größen a und « außer 
den vier Gleichungen (13) und (14) noch die vier Glei- 
chungen (16). 


[4 
Ei 
ah, 


1: 


Vollständige Lösung der Differentialgleichungen usw. 151 


4. Zwei nicht abgestimmte, ungedämpfte Schwingungskreise. 
a) Allgemeiner Fall. 


Es soll zunächst der ideale Fall betrachtet werden, in 
dem die Widerstände W in zwei beliebigen Schwingungskreisen 
unendlich klein sind. 

Für diesen Fall: 


W,= W,=0 
gored 
ergibt das Koppelungsgesetz (Gleichung (D)): 


1-M’ 
15-0, 
1-0 pa (CLI) 
bau {ED at nab HM 


mithin nach (G) 
cz*?— 4az + 4ac =(z — c)(z*— 4a) = 


Von den Lösungen dieser Gleichung führt: 


(6) z=c 
durch Rechnung mit reellen Größen zum Ziel. b | (ar) | 
Die Gleichungen (J) ergaben: Er | 
0, = = 0 + 0 = aki 


Aus (H) ergeben sich die Frequenzen: 9b ai 


9d 
— &) + — Vo?— 9,7)? + 
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Die Hilfsgrößen u und ¢ erhalten die Werte: 2. 


( lice eA 


Zur Berechnung der Amplituden a und der Phasen « er- 
geben zunächst die Gleichungen (12): ach dey 


0°, B’=o @,*, 


bore 
B,' = 0, 0°, B,"=o0, 


, ” 7 
_ Die Vorzeichen der Größen B sind zweideutig; wir können 
sie positiv setzen, solange die Vorzeichen der Größen a 
(Gleichungen (11)) noch nicht festgesetzt sind. 

Mit den angegebenen Vorzeichen in (13) und-(14) ein- 
gesetzt, liefern sie: 
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+n, ib nob 


a,’ L, — 0° 


a,’ L, Ly 


L, 0,7 — La @,* 


Die beiden rechten Seiten der ersten Gleichung (14') sind 
in der Tat einander gleich; denn sie ergeben nach Gleichung (E): 


w,*(1 — 2) — 
oder nach (F’): E 
(17) 


Ebenso muß nach der zweiten Gleichung (14’) die Beziehung 
bestehen: _ Fiery 
ie 
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In der Tat werden diese Gleichungen durch (H’) identisch 
erfüllt. 

Die Anfangsbedingungen (16) erhalten für den vorliegenden 
besonderen Fall, d. h. mit Rücksicht auf (K’), (L’) und (13°) die 
einfache Form: 


i o 


a, @, +a, W, COBH, = 


‘ Se: ” Sa: 
sin @,’+ a," sin = 0, 


9 0, = (0, x 


a, @,? sin «,'+ a,” sin a,” = 0. 
Soll die zweite und die vierte von diesen Gleichungen gleich- 
zeitig bestehen, so muß @,’ und «,” einzeln Null sein, d.h. 
nach (13): 
=0; a,"= 2. 
Die erste und dritte Gleichung erhält dann die Form: a 4 
a,” , + a,” = 
+ a,’ = 0. 
Es bleibt noch übrig, aus diesen beiden Gleichungen und 


(14) die vier Größen a einzeln zu berechnen. Man findet, 
man die Gleichungen (F’) und (H’) berücksichtigt: 


at 
as) Vor? — 0° + 427 0,7 0, 
= + 0,7 0,7 
2 
9% 
Ly Vo,* — 09°)? + 4k* 0,7 05° 


Wir wollen zur Abkürzung schließlich einführen: — 
(19) O = — 0,7)? + 4h 0,7 0,7. 


Alsdann liefern die Gleichungen (A) und (B) für den Fall 
von zwei ungedämpften gekoppelten Schwingungskreisen die 
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folgenden Formeln für den zeitlichen Verlauf von Ladung un 
Strom in beiden Kreisen: 


5%) + (1— 25%) 


(A’) { (1 + sin £ 


w|S 


Il 


+, (1- sino, ¢}, 


2 
(B’) | 
Lan 9° . . 4 
| i, = — — @, Sina]. a 


Dabei sind die Größen O, ©, und ©, aus den Gleichungen (19) 
und (H’) zu berechnen. 


b) Die Koppelung ist Null. 
In diesem besonderen Falle ist bee 


I, = =0, 
mithin nach (H’) und (19):, 
@,=0,, O=0,*—0,?. 


Die Gleichungen (A’) und (B’) ergeben also: tv oib ae 


4 = £,0, - sino, £, 

gedämpfte Eigenschwingung des ersten Kreises 


ce) Die Koppelung ist unendlich fest. 


In diesem Falle ist 
| oder Auch ey L=l=1L,= Ly, a 


Der Fall läßt sich verwirklichen, wenn man beiden Schwin- 
gungskreisen eine gemeinsame Spule gibt. Er läuft darauf 
hinaus, daß man zwei Kondensatoren C, und C, parallel 
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schalte. Demgemäß berechnet man nach (H’) für die große 
Koppelungswelle die Häufigkeit: 


0 — 4k-2+ — 0? + 4k? 0,7 Je=1) 

of 

te 0,7 + de iows wor aeblid 

= samılad woh 


oO, 
VL(C, + Q) dist 
Die kleine Koppelungswelle verschwindet, denn es wird ®, = 00. 
Die Amplituden erfordern bei den eingeführten Anfangs- 
bedingungen eine besondere Berechnung; sie haben im all- 
gemeinen nur für andere Anfangsbedingungen Interesse. 
d) Abstimmung. ret 


Die vollständige Lösung für den Fall zweier abgestimmter 
ungedämpfter gekoppelter Kreise hat Abraham mitgeteilt 
(Theorie der Elektrizität Bd. I. p. 300). TEE 

Für diesen Fall haben wir zu setzen: fo se 


Dann ergibt sich aus (19) und (H’): der 

20 / warden 15 
auch in.andaren.. 


noch 


(H”) o,2 = 


0? 
und weiterhin aus (A’) und (B’) im Einklang mit den Formeln 
von Abraham: 


{cos @, t + cosa, ¢t}, 


sinw, @, sina, tj, 


V (cos w, — cos @, 8), 


nd 
4 
t 
= 
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5. Ergebnisse. 


Das allgemeine Integral einer homogenen linearen Diffe- 
rentialgleichung vierten Grades wird dargestellt durch alge- 
braische Funktionen ihrer Koeffizienten und einer kubischen 
Resolvente. 

Die Anwendung auf die Differentialgleichungen eines Ge- 
bildes von zwei magnetisch gekoppelten Schwingungskreisen 
gestattet, nach Auflösung einer kubischen Gleichung die Eigen- 
schaften der Schwingungen im gekoppelten Gebilde auf alge- 
braischem Wege durch die Eigenschaften der Einzelkreise 
darzustellen (allgemeines Koppelungsgesetz). 

Im besonderen werden die Frequenzen, Amplituden, Phasen 
und Dämpfungen der Koppelungsschwingungen berechnet. 

Die kubische Resolvente läßt sich für den Fall ver- 
schwindend kleiner Dämpfung streng berechnen. Für diesen 
Fall wird die Berechnung der Koppelungsschwingungen auch 
für nicht abgestimmte Systeme streng durchgeführt. ait] 


Berlin-Steglitz, November 1912. qmabepg 


(Eingegangen 22. November 1911.) 
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lichtelektrischen Stromes in Gasen; 
von Arthur Partzsch. 


(Gekürzte Rostocker Dissertation.) = = 
gol 


§ 1. Einleitung. 


Stoletow!) und Righi?) haben gefunden, daß der licht- 
elektrische Strom zwischen parallelen Platten bei gleich- 
bleibender elektromotorischer Kraft mit abnehmendem Drucke 
zuerst anwächst, einen Höchstwert erreicht und dann bis zu 
einem bestimmten Endwerte, dem Strome im äußersten Vakuum, 
abnimmt. 

Stoletow’) erkannte schon folgende einfache Beziehung: 

Bedeutet v die Potentialdifferenz zwischen den parallelen 
Platten in Volt, Z deren Abstand in Zentimetern, p, den Druck 
in Millimetern Quecksilber, bei dem der lichtelektrische Strom 


seinen Höchstwert annimmt, so gilt folgendes Gesetz: ink 
1819 i 
—— = const. 


I 

Aus seinen Versuchen ergibt sich für diese Konstante der 
Wert 372. 

Die Erscheinungen bei verändertem Gasdrucke wurden in 
der Folge noch des öfteren sowohl in Luft, als auch in anderen 
Gasen untersucht. Hier sind besonders zu nennen die Arbeiten 
von v. Schweidler®), Lenard?°), Varley®) sowie von Town- 
send’) mit seinen Schülern. 

Townsend gelang es, auf Grund der Hypothese der 
StoBionisation eine Erklärung dieser Vorgänge zu geben und 


1) A. Stoletow, Compt. rend. 107. p. 91. 1888. 

2) A. Righi, Atti della Reale Acad, dei Lincei (2) 6. p. 81. 1890. 

8) A. Stoletow, Journ. de Phys. 9. p. 468. 1890, 

4) E. von Schweidler, Wiener Ber. 108. p. 273. 1899. 

5) P. Lenard, Ann. d. Phys. 2. p. 359. 1900. 

6) M. Varley, Phil. Trans. 202. p. 439. 1903. 

7) J. S. Townsend, The Theory of Ionization of Gases by Collision. 
London 1910. Daselbst nähere Literaturangabe. 
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eine Theorie des lichtelektrischen Stromes in Gasen zu ent- 
wickeln. Er zeigte, daß, wenn n, negative Elektronen an der 
negativen Platte durch das ultraviolette Licht ausgelöst werden, 
die Zahl n der Ionen, die die positive Platte erreichen, durch 
folgende Formel gegeben ist: risks 

wobei & die Anzahl der durch die Zusammenstöße eines 
negativen Ions beim Passieren einer Gasstrecke von 1 cm er- 
zeugten Ionen bedeutet. Ferner wies Townsend nach, daß 
die Anzahl & der durch Stoß erzeugten Ionen von Druck p 
und Feldstärke X abhängig ist und folgender funktionaler Zu- 
sammenhang besteht: Se 


Diese Funktion konnte Townsend mittels zweier Kon- 


stanten in folgender Form darstellen: 


Hierin bedeutet N die Anzahl der Ion 
beim Durchlaufen einer Strecke von 1 cm eines Gases bei 
einem Drucke von 1 mm Hg erleidet, und 7 die Potential- 
differenz, die ein Ion frei durchlaufen muß, um zur Stoß- 
ionisation befähigt zu sein. Diese Potentialdifferenz wollen 
wir als mittlere Ionisierungsspannung bezeichnen, wobei wir 
offen lassen, daß schon bei geringeren Potentialdifferenzen 
einige wenige Ionen durch Stoß erzeugt werden. 

Townsend berechnete aus seinen Beobachtungen von « 
die in dieser Beziehung vorkommenden Konstanten N und J, 
und zwar bestimmte er sie so, daß die Formel mit den experi- 
mentellen Ergebnissen für die größeren Werte von X/p über- 
einstimmt. Er erhielt folgende Werte: 


Luft N, | H, | CO,| HC!|H,O| A | He 
| | | 
14,6| 12,4) 5,0| 20,0| 22,2) 198,9| 18,6| 2,8 
| 
| 


25 | 27,6| 26,0| 28,8| 16,5| 22,4| 17,8) 12,8 
| 


180 | 466 


Stoßzahl der | 
Ionen N auf 
1 cm bei 1 mm Hg | 
Mittlere Ioni- | 
sierungsspannung 
V in Volt 
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Für kleine Werte von X/p sind die beobachteten Werte von 
a/p größer als die durch obige Formel gegebenen, doch zeigt 
sich für Wasserstoff und Stickstoff auch hier eine gute Über- 


einstimmung. 


Der lichtelektrische Strom stellt sich also nach Town- 
send durch folgende Formel dar: 


Halo 


NVip 


lpNe 


v 


is \ gov sits aib 


wobei i, der Strom im äußersten Vakuum bedeutet und die 
Feldstärke X durch v/l ersetzt ist. 
reicht der Strom bei dem Drucke p,, für den die Be- 


ieh ilt: 
Fe 


® 


Seinen Höchstwert i, er- 


We. 


NV = const. 388 


Dies ist das von Stoletow erkannte Gesetz. Die Werte 
von VV in obiger Tabelle geben uns die Stoletowsche Kon- 
stante für die verschiedenen Gase. 
sitzt die folgende Größe: 


v 
eve, 


Der Maximalstrom 7, be- 


er ist vom Plattenabstande unabhängig. Umgekehrt kann man 
aus vorstehender Gleichung die mittlere Ionisierungsspannung 7 


bestimmen: 


ui fat die 


‚für geringe 


Oh ra schen 
von Aüelistens 24 


Der ursprüngliche Zweck dieser Arbeit war eine scharfe 
Bestimmung der Stoletowschen Konstanten. Wie schon 
Stoletow verfuhr, wurde bei gleich bleibendem Abstande der 
Platten und konstanter Potentialdifferenz der Druck variiert 
und der Maximaldruck p, bestimmt. 
daB sich der Maximalstrom viel geringer ergab, als nach der 
Townsendschen Formel zu erwarten war, eine Erscheinung, 
welche auch die von Stoletow!) veröffentlichten Kurven auf- 


wiesen. 


Hierbei zeigte es sich, 


1) A. Stoletow, Journ. de Phys. 9. p. 468. 1890. Ausführliches 


hierüber vgl. Diss, p. 8. 
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Es gelang, in vorliegender Arbeit eine theoretische Er- 
gänzung der Townsendschen Formel zu geben, die die 
Messungen viel befriedigender darstellte als die ursprünglichen 
Formeln Townsends. Außerdem wurden durch Bestimmung 
von VV und 7 die Townsendschen Werte einer Prüfung 
unterzogen. Die daraus erhaltenen Werte für N zeigen einen 
einfachen Zusammenhang mit der freien Weglänge der Gase, 
die Werte von 7 einen Zusammenhang mit dem elektrischen 
Verhalten derselben. 


§ 2. Theoretische Ergänzung der Townsendschen Formel, 


Da sich für Potentialdifferenzen v < V kein Maximum des 
lichtelektrischen Stromes nachweisen ließ (Stoletow fand in 
Luft bei 28,6 Volt kein Maximum des Stromes), so kommt für 
die Stoßionisation nicht der ganze Abstand / der parallelen 
Platten, sondern nur die Strecke 7(1 — 7/v) in Betracht, da 
auf der Strecke ! (7/v) die zur StoBionisation nötige Energie 
nur gesammelt wird, StoBionisation aber nicht stattfinden kann. 
Die von Townsend aufgestellte Formel n = n, e“! geht in die 
folgende ber: Wie Polen 


im Fur 


_ Die Gleichungen für den lichtelektrischen Strom!) lauten 
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während die Stoletowsche Beziehung: 
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§ 3. Versuchsanordnung. 

Wie schon eingangs!) erwähnt ist, wurden die Messungen, 3 
die zwischen den beiden Formeln für den lichtelektrischen | 
Strom entscheiden sollten, in ähnlicher Weise wie die Stoletows 
ausgeführt. Auch die Versuchsanordnung gleicht im wesent- 
lichen der von Stoletow benutzten. Er ließ das ultraviolette 
Lisht eines Lichtbogens auf die zur Messung dienende Zelle 
und auf eine weitere Zelle fallen, die unter konstanten Ver- 


Strahlung diente. Zwei Galvanometer von gleicher Schwingungs- _ 
dauer und Dämpfung, welche die Ströme der beiden Zellen 
maßen, gestatteten, die Beobachtungen auf gleiche Lichtintensi- _ 
tät zurückzuführen. 


Bernsteinisolation versehenen Mascartschen Quadrantelektro- — 
meters in Verbindung, während das andere an Erde lag. Die _ 
Papiernadel des Instrumentes hing an einem 0,01 mm starken 
Platin-Wollastondraht. Bei einer Hilfsspannung von 40 Volt 
an der Nadel und einem Skalenabstande von 230 cm lieferte 
1 Volt 750 mm einseitigen Ausschlag. E 
Das mit der Meßzelle verbundene Quadrantenpaar lag 
durch einen Bronsonwiderstand an Erde.?) Der Widerstand © 
folgt für geringe Potentialdifferenzen dem Ohmschen Gesetze 5 
und ist für die Dauer eines Versuchs von höchstens zwei | 
Stunden als konstant anzusehen. Er befand sich in einem 
luftdicht verschlossenen GlasgefiB, was genügte, um ihn un- 
abhängig von Temperaturschwankungen zu machen. : 
Als Kontrollzelle diente eine sehr empfindliche Kalium- 
zelle mit Quarzfenster. Ihr Auffangedraht lag an einer posi- 
tiven Spannung von 280 Volt, später an einer solchen von 
320 Volt. Das Kaliummetall stand mit einem Drehspulen- 
galvanometer in Verbindung und war durch dieses und einen 
Hittorfschen Widerstand geerdet. Anfangs wurde ein Galvano- 


1) Vgl. p. 159. 
2) H. L. Bronson, Phil. Mag. (VI) 11. p. 143. u bins PAE 
Annalen der Physik. IV. Folge. 40. 
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meter von 5,83.10”®, zuletzt ein solches von 1,74- 107° Amp. 
Empfindlichkeit pro Skalenteil bei 200 cm Skalenabstand benützt. 

Als ultraviolette Lichtquelle brannte in einer Entfernung 
von 20 bis 30 cm von der Meßzelle und der daneben befind- 
lichen Kontrollzelle eine Quarzquecksilberlampe von Heraeus, 
die an einer Akkumulatorenbatterie von 100 bis 120 ‘Volt Ing 


Rages ites, 

n 

|, 
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Die Lampe befand sich in einem Holzkasten mit einer Licht- 
klappe, die vom Beobachtungsplatze aus betätigt werden konnte. 
Durch einen Regulierwiderstand hielt man den Strom der 
Lampe während eines Versuches möglichst auf gleicher Höhe, 
so daß der Ausschlag des Drehspulengalvanometers angenähert 
konstant blieb. Gewöhnlich zeigte die Lampe bei 110 Volt 
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: Batteriespannung eine Stromstärke von 1,5 Amp. und eine 
: Klemmspannung von 80 Volt. 

; Die lichtelektrische MeBzelle war folgendermaßen ein- 
gerichtet (vgl. Fig. 1): 

Ein mit einem großen, sehr gut schlieBenden und leicht 
zu öffnenden Schliff s versehenes, 6 cm weites und 30 cm langes 
GlaBgefiB nahm in seinem Innern den unten ee 
Kondensator auf. Am Ende des Schliffes s saß, auf eine plane 
Schlifffläche mit weißem Siegellack aufgekittet, eine 4 mm dicke — 
Quarzplatte a als Fenster für die ultraviolette Strahlung der 
Quecksilberlampe. Der zu belichtende Kondensator war als 
Schutzringkondensator ausgebildet und sorgfältig in Messing 
gearbeitet. Die lichtelektrisch empfindliche Metallplatte p besaß 
eine Platinoberfläche, um bei den Versuchen die Ermüdung 
möglichst gering zu halten. Um aber eventuell auch andere 
Metalle untersuchen zu können, wurde die Platte » auf dem 
Tisch ¢ durch einen Bajonettverschluß festgehalten und konnte 
somit leicht ausgewechselt werden. Eine Bernsteinsäule 5 
isolierte das Tischchen ¢, ein Zylinder A von Hartgummi den 
Schutzring r des Kondensators, der durch einen Draht d immer 
an Erde lag, genügend von ihrer Unterlage. Eine seitliche 
Durchbohrung des Hartgummiringes bei ce ermöglichte eine 
Verbindung des Tischchens mit dem Quadrantelektrometer. 
Der Verbindungsdraht führte durch ein Stück Bernstein, das 
in einem geerdeten Messingrohr saß, durch einen Ansatz des 
Glasgefäßes nach außen. Der Messingzylinder z, den vier 
Messingfedern und ein seitlich eingeschraubter Stutzen f gegen 
Verschiebung und Verdrehung schützten, trug die Metallplatte » 
und den Schutzring r samt ihren Isolatoren. Er enthielt in 
seinem Innern die Stahlschraube g, deren Ganghöhe 0,52 mm 
betrug. Durch Drehen der Schraube bewegte sich die andere 
Platte n des Kondensators, die sich durch eine geeignete 
Führung parallel zu dem Schutzring verschieben ließ. Die 
Platte n des Kondensators besaß in der Mitte eine kreisrunde 
Öffnung von 20 mm Durchmesser, so daß nur die Platte p, die 
dieselben Dimensionen hatte, von ultraviolettem Licht getroffen 
werden konnte. Eine Quarzplatte g, mit Siegellack eingekittet, 
schloß diese Bohrung und lag mit dem umgebenden Messing- 
ring vollständig in einer Ebene, Messingring und Quarzplatte 
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wurden kathodisch mit Platin bestäubt. Die äußerst feine 
Schicht, welche vollkommen leitete, ließ genügend Licht hin- 
durch und bildete sozusagen das Netz des belichteten Kon- 
densators. Zwei Schrauben hielten die Platter auf den Stiften i, 
Diese gingen, durch einen Luftraum von dem Schutzring r 
isoliert, durch enge Führungen an der Oberfläche des Zylinders z, 
So bestand zwischen » und z metallische Verbindung. Beide 
lagen an positiver Spannung, die der starke Messingdraht k 
zuführte. Er diente zugleich als Schlüssel der Schraube g und 
drehte sich leicht mit dem inneren Teile des Schliffes 7, in 
den er eingekittet war, ohne daß das Vakuum in der Zelle 


——-320 Volt —— 


Es bedeutet: 

MeBzelle 

R Aarts n positive Platte 

Kontrollzelle 

E Quadrantelektrometer 
o% Br Bronsonwiderstand 

S Erdungsschlüssel 


5 meter 


K — oN Erde stand 

T 95 Cp NV Q Quecksilberdampflampe 
rin Stöpselwiderstand 


3 Normalelement 
Dr | Zeigernullinstrument. 


gelitten hätte. Die Drehungen die Schraube las man an einer 
Teilung auf der Unterseite des Zylinders z ab. 

Die Zelle saB mit einem Schliffe an der Glasanordnung 
und war von ihr durch einen Hahn abschlieBbar. Das Eva- 
kuieren der Zelle geschah mit einer großen Toepler-Hagen- 
pumpe. 

Den Druck bestimmte man mit einem Mc Leodschen 
Manometer, das dem von Zehnder!) beschriebenen Instrument 


4) L. Zehnder, Ann. d. Phys. 10. p. 623. 1908. 
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nachgebildet ist. Es gestattete Drucke von 0,0001—20 mm 
und mehr abzulesen. Die Skala war durch Auswägen mit 
Quecksilber geeicht worden. 

Zur Ermittelung der an die Platte xn gelegten Spannungen 
kompensierte man ein Normalelement. Ein Bild der elektrischen 
MeBanordnung gibt Fig. 2 


§ 4. Messungen. 


Allgemeines. 


In jedem der Gase!) wurden Messungen einmal bei gleich- 
bleibendem Plattenabstande / = 0,208 cm und verschiedenen 
Potentialdifferenzen v, dann bei gleichbleibender Potential- 
differenz v~ 120 Volt und verschiedenen Abständen aus- 
geführt. 

Die einzelne Messung gestaltete sich wie folgt: 

Durch geeignete Blenden vor der bis auf wenige Hundertel 
Millimeter Hg ausgepumpten Meßzelle wurde der Strom im 
Vakuum so eingestellt, daß der zu erwartende Maximalstrom 
noch auf die Skala zu liegen kam. Dann ließ man das zu 
untersuchende Gas in einer Menge zu, daß der Strom im 
Elektrometer unter den vorher im Vakuum beobachteten Wert 
fel. Dann begann man, die Anordnung von neuem aus- 
zupumpen. Nach einem oder auch nach mehreren Pumpen- 
zügen wurden Meß- und Kontrollzelle bestrahlt und die 
Ausschläge des Elektrometers und des Galranometers be- 
obachtet. Als Ausschläge der Instrumente betrachtete man 
die Differenz der Einstellungen im belichteten und im un- 
belichteten Zustande der beiden Zellen. Als Nullpunkt des 
Elektrometers galt also nicht die Einstellung bei geerdeten 
Quadranten, sondern die durch das Kontaktpotential im Bronson 
um einige Skalenteile gegen den Erdungspunkt verschobene 
Einstellung bei unbelichteter Meßzelle. 

In den nun folgenden Tabellen sind der Raumersparnis 
wegen nicht alle ausgeführten Messungsreihen wiedergegeben. 
Die nicht angeführten Beobachtungsreihen, die ganz 


1) Darstellung der und der Reinheit, 
Diss. p. 18—15. ae 


Mur: 
ne 
n- 
2, 
t 
s 
le 
id 
| 
in 
le 
GER 
« 
r 
; 
3 
4 
4. a 
j 
ER 
a) 
ures 


A. Partzsch. 


verliefen, sind wenigstens in der Zusammenstellung, die für 

jedes Gas gegeben ist, mit den Größen vertreten, die zur Be- 

stimmung der mittleren Ionisierungsspannung und der Stoletow- 

In den Tabellen bedeutet: 

righ dan 

i der für jeden einzelnen Versuch auf eine bestimmte Lichtintensi- 
tät reduzierte Strom, 

i der Strom im äußersten Vakuum), durch Extrapolation für den 
Druck p = 0 erhalten, 

tm der aus der Kurve der © entnommene Wert für den Maximalstrom, 

p der Druck in Millimeter Hg, 

Pm der Druck, bei welchem der Strom seinen Höchstwert annimmt, 

l der Plattenabstand in Zentimetern, 

v die angelegte Potentialdifferenz?) in Volt. 


Für jedes der Gase ist zunächst eine Anzahl von Messungs- 
re ines angefihrt, dann folgt eine Zusammenstellung der er- 
haltenen Resultate. Hieran schließt sich die Bestimmung von 
N und 7 und eine Diskussion über die Ergebnisse. Zuletzt 
wird aus den Werten von N und V und aus dem Strom im 
äußersten Vakuum sowohl nach der Townsendschen als auch 
nach der in dieser Arbeit abgeleiteten Formel der lichtelektrische 
Strom berechnet und mit den Beobachtungsergebnissen ver- 


glichen. 
1 1. Messungen in Luft. 


1. Die für die mittlere Ionisierungsspannung 7 baechell 
Werte*), wie sie sich nach der in dieser Arbeit aufgestellten 
Formel ergeben, weisen im allgemeinen eine gute Konstanz 
auf, während die nach der Townsendschen Formel bestimmten 
Werte V’ stark mit wachsender Potentialdifferenz abnehmen. 
Die für höhere Potentialdifferenzen als 120 Volt berechneten 


1) Die einzelnen Werte für 7 sind nicht miteinander vergleichbar, 
da im allgemeinen die Lichtintensität von Versuch zu Versuch durch 
Blenden variiert wurde. 

2) An der angelegten Potentialdifferenz v ist eine kleine Korrektion 
angebracht, die der Aufladung des Elektrometers beim Maximalstrom 
entspricht. Betrug z. B. ¢,, = 375 Skt. bei einer Elektrometerempfindlich- 
keit von 750 Skt. pro Volt, so wurde von » 0,5 Volt abgezogen. 
3) Vgl. Tab. 2. 


Werte von 7 besitzen eine geringere Genauigkeit, da der zur. 
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Einzelne Messungsreihen in Luft. 


167 


ir 
v = 20,17 Volt v = 26,5 Volt v = 28,5 Volt v = 30,6 Volt 
! = 0,208 cm ! = 0,208 em ! = 0,208 cm ¢ = 0,208 em 

4,70 2,75 8,90 2,47 | 6,40 2,97 
2,67 3,03 5,16 2,89 | 8,62 3,84 
1,49 3,26 2,99 3,20 2,07 8,68 
0,700 38,49 1,67 851 | 1,26 3,90 
0,372 38,62 0,962 8,69 0,812 4,14 
0,277 8,61 0,737 3,77 0,601 4,19 
0,210 3,66 0,552 3,81 0,445 4,23 
0,102 8,69 0,446 3,85 0,356 4,19 
0,056 3,71 0,381 3,85 0,205 4,15 
0,012 3,81 0,177 8,85 0,071 4,15 

ty = 8,81 ty = 3,85 |, = 4,145 


Kein Maximum 


zu beobachten 


Kein -Maximum 
zu beobachten 


im = 4,22 
Pm = ~ 0,5 mm 


Hg 


v = 41,6 Volt v = 82,9 Volt v = 121,5 Volt v = 121,5 Volt 
l= 0,208 m 7 = 0,208 em ! = 0,052 cm 1 = 0,104 em 
2,13 2,28 8,31 1,55 36,6 0,91 ..| 18,27 0,90 
1,60 2,46 6,32 1,74 29,0 1,10 14,06 111 
1,23 2,60 4,77 2,03 22,15 1,52 10,80 1,45 
0,918 2,72 3,61 2,43 17,15 1,87 8,21 1,92 
0,696 2,74 2,74 2,85 12,97 2,89 6,22 2,45 
0,546 2,74 2,02 3,34 9,98 2.89 4,70 2,91 
0,410 2,67 1,52 3,61 7,61 3,19 3,56 8,10 
0,811 2,61 1,33 3,68 6,47 3,18 2,72 3,00 
0,175 2,50 1,16 8,62 5,80 3,16 1,99 2,68 
0,086 2,41 0,880 3,48 4,31 2,88 1,51 2,27 
0,048 2,38 0,666 3,80 3,32 2,49 0,869 1,62 
0,462 2,79 

0,028 2,36 0,045 1,79 1,86 1,79 0,572 1,82 

0,015 2,83 0,018 1,72 0,189 0,905 0,104 0,905 
| 0,029 0,89 | 0,028 0,86 

i, = 2,81 ty = 1,70 i, = 0,885 ty = 0,845 

in = 2,78 im = 3,68 im = 3,19 in = 3,10 

Pm= ~ 063mm | ~1,3mM_ |2m= 6,90 mm Pn= 347mm 


Hg 
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Tabelle 1 (Fortsetzung). 


v = 163,5 Volt | v = 202,9 Volt v = 242,8 Volt | ov = 324,0 Volt 


! = 0,208 em I = 0,208 cm I = 0,208 cm ! = 0,208 cm 

p | p i p i 
17,0 0,604 | 18,05 0,40 | 21,4 0,16 | 18,26 0,13 
13,0 0,732 | 13,82 0,55 | 16,42 0,23 | 14,05 0,27 
10,0 0,995 | 10,58 0,85 | 12,55 0,40 | 10,77 0,61 
7,58 1,42 8,07 1,39 9,56 0,73 8,21 1,30 
5,78 212 | 6,11 2,30 1,87 1,33 6,30 2,23 
4,40 8,06 | 4,67 3,47 | 5,57 2,14 4,77 2,92 
3,31 3,92 3,51 4,42 | 4,24 2,87 4,16 2,97 
2,48 4,34 2,67 4,62 | 3,16 3,09 3,56 2,87 
2,17 4,36 2,00 411 | 2,41 2,68 2,72 2,22 
1,87 4,19 1,51 821 | 1,77 1,98 2,05 1,38 
1,40 3,58 1,13 2,35 | 1,87 1,85 | 1,58 0,76 
1,07 2,86 | 0,863 1,68 | 1,01 0,89 | 1,16 0,40 


0,290. 1,05 | 0,185 0,48 | 0,325 0,25 | 0498 0,099 
0,041 0,68 | 0,088 0,41 0,189 0,18 0,069 0,040 
0,019 0,63 0,015 0,40 0,011 0,14 | 0,012 0,036 


i, = 0,68 i, = 0,895 io = 0,14 | ty) = ca. 0,036 
im = 4,40 | im = 4,64 im = 3,12 _ im = 2,97 
Pm = 2,30mm Hg | pm = 2,90 mm Hg | p_m = 3,43mm Hg | p,, = 4,30mm Hg 


Tabelle 2. 

ss 85 83 zs 

23.68 54 | HE 2825/1285 RE # 

285 + ‘ss | 35 

use a> is | 

| | a DM 

20,17 | 0,208 | 3,80 — -- _ Kein Maximum 
26,5 | 0,208 | 3,85 — — — — Kein Maximum 

28,5 | 0,208 | 4,14 | 4,22 | 1,019] 27,5 | 485 05 | — 

30,6 0,208 | 4,00 | 4,20 | 1,05 |. 27,0 | 227 05 | — 
41,6 | 0,208 | 2,31 |2,78 | 1,19 | 28,3 88 ~0,63 ~320 
82,9 | 0,208 | 1,70 | 3,68 | 2,16 | 26,8 39,6 | ~1,8 | ~806 
123,0 | 0,208 | 1,015 | 3,88 | 38,77 | 26,7 84,1 1,73 | 848 
168,5 | 0,208 | 0,68 | 4,40 | 6,99 | 26,0 31,0 2,30 | 342 
202,9 | 0,208 | 0,895 | 4,64 | 11,75 | 26,4 80,4 2,90 | 887 
242,8 | 0,208 | 0,140 | 8,12 | 22,3 25,7 28,8 3,48 340 
285,0 | 0,208 | 0,066 | 2,67 | 40,5 25,8 28,4 4,00 842 
324,0 | 0,208 | 0,036 | 2,97 | 82,5 25,0 27,1 4,30 362 
121,5 | 0,052 | 0,885 | 3,19 | 3,61 | 27,1 34,8 6,90 389 
121,5 | 0,104 | 0,845/ 3,10 | 3,67 | 26,8 34,4 847 | 897 
121,5 | 0,208 | 0,830 | 2,99 | 3,605 | 27,1 34,9 1,74 | 886 
0,416 2,925 | 3,615| 27,1 34,8 0,89 329 
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Berechnung dienende Strom im äußersten Vakuum nur 
52 Skalenteile bei 160 Volt bis herab zu 2,5 Skalenteile bei 
320 Volt betrug. Das stärkere Anwachsen des Stromes bei 
den höheren Potentialdifferenzen kann durch die Mitwirkung 
der positiven Ionen bei der Stoßionisation!) verursacht sein. 
Dies zeigten noch deutlicher die Versuche in Wasserstoff. 
Außerdem haben wir ein Gasgemisch vor uns, für welches für 
höhere Potentialdifferenzen unsere Formeln nicht streng zu 
gelten brauchen, besonders da die eine Komponente, der 
Sauerstoff, eine geringe Ionisierungsspannung V = 23,3 Volt 
besitzt. Als Wert der mittleren Ionisierungsspannung in Luft 
ist aus den Beobachtungen für die Potentialdifferenzen v = 28,5 
bis v = 123 Volt 7 = 27,1 Volt angenommen worden. 

2. Als Wert der Stoletowschen Konstanten VV für Luft 
ergibt sich die Zahl 340. Diese Größe wurde aus den Messungen 
tir die Potentialdifferenzen von 120 Volt bis 285 Volt bestimmt. 
Für geringere Spannungen ist das Maximum des lichtelek- 
trischen Stromes nicht so scharf ausgeprägt, daß eine genaue 
Bestimmung des Maximaldruckes p, möglich wäre. Bei 
324 Volt scheint durch die Mitwirkung der positiven Ionen als 
Ionisatoren das Maximum in Richtung des Minimumpotentials 2) 
verschoben zu sein. Das Minimumpotential für Luft ist nach 
Strutt?) 341 Volt. Die Entladung tritt ein, wenn das Pro- 
dukt aus Druck und Abstand der Platten 0,57 beträgt. Bei 
demselben Druck und Entfernung würde auch der lichtelek- 
trische Strom sein Maximum, nämlich den Wert oc, annehmen. 
Hieraus würde sich für NV der Wert 341/0,57 = 598 er- 
geben. In diesen Wert muß N/V bei Annäherung an das 
Minimumpotential allmählich übergehen, so daß also obige 
Verschiebung erklärlich ist. 

Der hier gefundene Wert von VV = 340 weicht von dem 
Townsendschen Werte 365 und dem Stoletowschen 372 
beträchtlich ab, während die letzteren in guter Übereinstimmung 
sind. Nun zeigen die weiter unten angeführten Messungen in 


1) Ob diese von Townsend nachgewiesene Mitwirkung im Innern 
des Gases oder beim Auftreffen der positiven Ionen auf das Metall der 
belichteten Platte stattfindet, bleibe hier dahingestellt. 

2) Minimumpotential der Entladung. 

8) R. J. Strutt, Phil. Mag. 198. p. 377. 1900. ite ee! 
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Gasgemischen, daß die Stoletowschen Konstanten für das glei 
Gemisch zwischen den Konstanten der Komponenten liegen. Ion: 
Fir Stickstoff gibt Townsend NV = 342, während in dieser 
der 
> / wel 
thin N 
% . | nac 
ae N die 
f 
N 
5 
1 4 6 
——* Druck in mm Hg 
Fig. 3. 
= 121,5 Volt, 
% = 0,83. M 
beobachtet 
Arbeit in guter Übereinstimmung hiermit 346 gefunden wird. 
Für Sauerstoff ergab sich aus den weiter unten angeführten 
Messungen WV = 268. Der Wert für Luft muß zwischen 
346 und 268 liegen. Diese Bedingung erfüllt der von mir 
bestimmte Wert, während die beiden anderen Werte außer- h 


halb dieser Grenzen fallen. 
3. Die Anzahl der Zusammenstöße eines Ions beim 
Passieren eines Zentimeters Luft beim Drucke 1 mm Hg ist 
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gleich N. N hat den Wert 12,6. Die freie Weglänge eines 
Ions beträgt somit unter diesen Bedingungen 1:12,6= 0,0794 cm.!) 

4. Auf Grund der für Luft bestimmten Konstanten 
N= 12,6, V = 27,1, NV = 340 ist in folgender Tab. 3 aus 
dem Strom i, im äußersten Vakuum der lichtelektrische Strom 
einmal nach der korrigierten Formel i’, das andere Mal nach 
der Townsendschen Formel i” berechnet. -In Fig. 3 ver- 
bindet die ausgezogene Kurve die berechneten Werte 7’, während 
die beobachteten Werte zum Vergleich eingetragen sind. 

Wie man aus dieser Tabelle ersieht, besteht für Drucke 
in der Umgebung des Maximums zwischen den berechneten 
Werten i’ und den beobachteten i eine gute Übereinstimmung, 
wenn man bedenkt, daß die zur Rechnung verwandten Größen ;,, 
N und 7 zurzeit nur auf 1—2 Proz. bestimmbar sind. Die 
nach der Townsendschen Formel bestimmten Ströme 7” zeigen 
in diesem Gebiete so beträchtliche Abweichungen, daß man 
die Notwendigkeit der angebrachten Korrektion erkennt. 


Tabelle 3. 
= 121,5 Volt, = 0,208 em, = 0,83, 2m = 1,74 mm Hg. 


p | i a’ a” 
1,02 1,015 1,075 
5,64 1,38 1,28 1,45 

4,30 1,81 1,67 2,09 

3,26 2,23 2,25 2,985 

. 2,48 2,80 2,78 3,82 
1,81 2,99 3,00 4,85 
1,86 2,93 : 2,91 4,18 
0:7 2,60 2,64 8,68 
aueh 0,787 2,21 2,29 8,08 
0,490 1,66 1,76 2,17 
0,260 1,23 1,81 1,49 
0,901 1,11 1,19 1,88 
0,069 0,91 0,95 0,99 
0,024 0,86 0,87 | 0,88 


Für geringere Drucke zeigen sich größere Abweichungen 
In diesem Falle haben die Ionen im allgemeinen größere 


1) Eine Vergleichung mit der mittleren freien Weglänge eines Luft- 
moleküls findet sich auf p. 191. 
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Potentialdifferenzen frei durchlaufen, ehe sie mit Molekülen 
zusammenstoßen. Nun hat Herr Lenard?) gezeigt, daß die 
freie Weglänge der Strahlenquanten um so größer wird, je 
größer ihre Geschwindigkeit ist. Es werden also bei geringeren 
Drucken weniger Zusammenstöße stattfinden, als nach unserer 
Formel zu erwarten sind. 

Das Umgekehrte zeigt sich bei höheren Drucken, wo die 
beobachteten Ströme größer als die berechneten ausfallen. Es 


scheint, als ob die Townsendsche Formel für die Anzahl 
der Zusammenstöße i 


einer Korrektion bedürfe, die die Geschwindigkeitsverteilung 
beim ZusammenstoBe beriicksichtigt. Hiervon ist in dieser 
Arbeit abgesehen worden. Es liegen also die Abweichungen, 
welche die Ströme :’” gegen die beobachteten Werte für ge- 
ringere und höhere Drucke aufweisen, nicht an der angebrachten 
Korrektion, sondern an Unzulänglichkeiten der Formel: 

Aes ‘ P 
80 hat schon Townsend bemerkt, daß sich für geringe 
Werte von X/p «/p größer ergibt als nach dieser Formel zu 
erwarten ist. Dies deckt sich mit der eben gemachten Be- 
obachtung, daß für die hohen Drucke, also für kleine Werte 


von X/p, größere als die berechneten Ströme gefunden werden. 


2. Messungen in Stickstoff. 2 
1. Die mittlere Ionisierungsspannung in Stickstoff beträgt 
27,9 Volt. Dieser Wert ist das Mittel der Bestimmungen von 7?) 
für die Potentialdifferenzen von 40—124 Volt. Er stimmt gut 
mit dem Townsendschen Wert 27,6 überein. 
2. Die Stoletowsche Konstante hat in Stickstoff den 
Wert 346. Er ist in guter Übereinstimmung mit dem Townsend- 
schen Werte 342. 


Matt, 


1) P. Lenard, Ann. d. Phys, 64. p. 279. 1898. 


Einzelne Messungsreihen in Stickstoff. 
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Zusammenstellung der Ergebnisse in Stickstoff. 


Tabelle 5. 


sis 332/34 88/1 HE 224 
r l V Pm NV 

0,208 | 1,55 | 1,86 120 | 27,7  ~0,68 | ~ 316 

0,208 | 1,39 1,68 1,173 | 28,8 | = 0,82 | ~ 320 

| 0,208 | 1,55 | 3,18 2,052 | 281 | ~1,25 | = 319 

0,208 | 140 | 2,91 2,078 | 27,6 | ~1,19 | ~ 332 

| 0,208 | 1,785 | 2,64 8,365 | 28,7 1,70 352 

0,208 | 1,46 | 5,325 | 3,645 | 27,4 | 1,78 344 

0,208 | 0,71 4,91 6,92 26,4 | 2,32 344 

| 0,208 | 0,90 6,34 7,04 26,2 2,30 346 

0,208 | 0,40 | 5,08 | 12,6 26,5 | 2,80 358 

0,208 | 0,22 5,35 | 24,8 25,7 3,45 346 

0,052 | 1,56 | 5,67 8,635 | 27,5 7,00 841 

| 0,104 | 1,86 | 6,74 3,62 | 27,6 8,58 342 

124,1 | 0,208 | 1,60 5,48 | 3,425 | 28,6 1,70 351 

128,9 | 0,416 | 1,50 | 5,81 8,67 | 27,3 | 0,888 342 

128,9 | 0,882 | 1,50 | 5,40 8,60 | -27,7 | 0,481 | 346 


3. Die Anzahl N der ZusammenstéBe beim Passieren 
eines Zentimeters Stickstoff beim Drucke 1mm Hg ist 12,4. 
Daraus folgt die freie Weglänge eines Ions zu 0,0807 cm.?) 

4. Die in reinem Stickstoff gewonnenen Werte weichen 
nicht erheblich von denen in Luft ab. Sauerstoff scheint also 
hier nicht den Einfluß zu besitzen, den er auf die Ionen- 
geschwindigkeit?), das Minimumpotential der Entladung?) und 
auf den Kathodenfall ausiibt.*‘) 

In folgender Tabelle 6 5) ist mit Hilfe der Konstanten N= 12,4 
und / = 27,9 wieder wie in Luft 7’ und i” berechnet und mit 
i verglichen. Die Werte von i, i’ und i” sind in Fig. 4 dar- 
gestellt. 


1) Eine Vergleichung mit der mittleren freien Weglänge eines 
Stickstoffmolekiils findet sich p. 191. 
2) J. Franck, Verh. d. Deutsch. Physik. Ges. 12. p. 613. 1910. 
8) R. J. Strutt, l. e. 
4) E. Warburg, Ann. d. Phys. 40. p. 1. 1890. 
5) Befindet sich auf p. 176. 
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Die Übereinstimmung zwischen beobachteten und be- 
rechneten Werten ist gut zu nennen. Die Abweichungen sind 
durch die Unsicherheiten von N und 7 bedingt, so würde z. B. 
für diese Messungsreihe eine Änderung von Yum 2 Proz. von 
27,9 auf 27,5 Volt die Abweichung von 4 Proz. beim Maximal- 
strom verschwinden lassen. Bei höheren Drucken zeigt sich 
eine bessere Über- 
einstimmung als in 
Luft. In Stickstoff . 
scheinen die Ab- 0 = 
weichungen fiir die 
Anzahl der Zu „ 
sammenstöße, die x 


durch die Formel ® 
ern 


_NVp 5,0 / 


80 


/ 


p 
40 
gegeben ist, ge- | 
ringer zusein. Auch 2 


dasvonTownsend ” 
gegebene Zahlen- 
material )ergibt für 
Stickstoff eine gute 4 
Ubereinstimmung 
zwischen Theorie 
und Beobachtung. 
Bei den niedrigen ° in nm Hg ‘ 
Drucken zeigen 

sich dieselben Ab- 
weichungen wie in 
Luft. Auch die 
anderen noch unter- 
suchten Gase weisen 
diese Erscheinung 
auf. Fir sie alle 
gilt die Erklärung, die dafür bei den Messungen in der Luft 


gegeben wurde. 


Fig. 4. 


iy = 1,46 EN 


© beobachtet & 
berechnet 


1) J. Townsend, The Theory of Ionization, p. 25. 
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3. Messungen in Wasserstoff. 


‘3 a) Zusammenstellung der Ergebnisse in Wasserstoff. | 


1) Vgl. p. 178. 
2) Diese Werte sind nicht berücksichtigt, da durch eine Glimment- 
ladung bei Anlegung von 249 Volt die exakte Einstellung des Plattenab- 
standes/ verloren gegangen war, so daß die Platten repariert werden mußten. 


Tabelle 7. 

sE 2 

& aBe ss Im 3232 omg @ 
= ag 2 s* n 

41,8 0,208 | 1,86 2,15 | 1,155 | 26,9 | ~1,15 | +175 
82,5 | 0,208 | 1,88 3,81 | 2,028 | 28,2 | ~2,78 | ~145 
123,4 | 0,208 | 1,785 | 6,54 | 3,79 26,7 3,90 152,2 
128,3 | 0,208 | 1,87 7,05 | 8,765 | 26,8 4,08 147,8 
164,8 | 0,208 | 1,57 | 11,25 | 7,16 | 25,9 5,00 158,6 
206,4 | 0,208 | 0,60 | 10,8 | 18,0 28,8 5,00 198,74) 
128,7 | 0,052 | 0,410 | 1,48 | 8,49 28,1 | 14,1 168,82) 
128,5 | 0,104 | 0,410 | 1,45 | 8,54 27,8 7,40 160,5°) 
123,5 | 0,208 | 0,866 | 1,285 | 8,88 | 28,7 8,85 154,2 
128,5 | 0,416 | 0,866 | 1,25 | 8,42 | 28,4 1,92 154,7 
123,6 | 0,832 | 0,840 | 1,14 | 8,85 28,8 1,00 148,5 


— 


Li 


Tabelle Pm = 1,73 mm Hg. 
0,010 | 1.93 
7, 2,53 ’ 
2,54 5,38 5, | 
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A. Partzsch. X 


@) Ergebnisse der Tabellen 7 und 8. 4 
1. Die mittlere Ionisierungsspannung 7 beträgt in Wasser- 
stoff 27,8 Volt, doch zeigen sich bei den einzelnen Messungen 
ziemliche Abweichungen von diesem Mittelwerte, der aus den 


NI 


Strom 


4-35 6 5 10 if 12 13 4 15 16 0 
eta, Druck in mm Hg 


Fig. 5. 
Wasserstoff: » = 128,5 Volt, 1 = 0,208 cm 
iy = 0,866 
© beobachtet 
« berechnet 
x nach Townsend berechnet. 


Beobachtungen für 41,8—123,6 Volt gewonnen ist. Für höhere 
Spannungen steigt durch die Mitwirkung der positiven Ionen 
der Strom stark an, woraus sich die geringen Werte für /, 
25,9 bei 164,8 Volt und 23,3 bei 206,4 Volt erklären. 

2. Die Stoletowsche Konstante NY wurde zu 1583 be- 
stimmt als Mittelwert der Messungen für 120 und 160 Volt. 
Bei 206,4 Volt tritt die schon in Luft beobachtete Verschie- 
bung des Maximums nach dem Minimumpotential der Ent- 
ladung ein, so daß sich für diese Potentialdifferenz derselbe 
Maximaldruck p, ergibt wie für 164,8 Volt. 
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179. 


8. Die Anzahl N der Zusammenstöße eines Ions beim 


Passieren eines Zentimeters Wasserstoff vom Druck 1 mm Hg 
ist 5,5. Hieraus folgt die mittlere freie Weglänge unter diesen 


Bedingungen zu 0,182 cm.’) 
in Wasserstoff auftretenden Unsicherheiten bei 


Bei den 


Bestimmung von 7 und WV werden sich in folgender Ta- 
belle 9 zwischen beobachteten Werten i und berechneten 7’ 
Fig. 5 gibt die Messung 
graphisch wieder. Zum Vergleich sind hier auch die nach der 


größere Abweichungen ergeben. 


Townsendschen Formel berechneten Werte i” 


worden. 


eingetragen 


Die Abweichungen zwischen beobachteten und berechneten 


Werten liegen immer in derselben Richtung, sie würden 


fast ganz verschwinden, 


V = 27,8 Volt der um 3 Proz. höhere Wert 28,7 Volt ge- 
Im übrigen gelten dieselben Bemerkungen, 


nommen würde. 


wie 


sie schon bei Luft und Stickstoff gemacht wurden 


wenn für diese Messungsreihe für 


| 0,366 Pm= 3,85 mm 
a a 
21,60 0,321 _ _ dy 
16,800 0,399 0,446 0,472 
13,08 0,514 0,546 0615 
10.01 0,678 0,718 0,873 
17,77 | 0,892 0,930 1,22 
a. 1,09 1,14 1,58 
4,60 aaa 1,20 1,28 1,88 
3,52 ter 1,28 1,29 ‚86 
2 rn | 1,16 1,21 1,72 x 
Me, 0,87 0,92 1,20 
0,698 0,578 0,614 0,714 4 
0,278 0,443 0,462 0,492 
0,007 0,369 _ 
1) Eine Vergleichung mit der mittleren freien Waglänge eines 
Wasserstoffmoleküls findet sich auf p. 191. a 
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4. Messungen von Kohlensäure. 


a) Einzelne Messungsreihen. 


Tabelle 10. 
v = 41,1 Volt v = 82,3 Volt v = 120,7 Volt v = 162,5 Volt 
‚1 = 0,208 cm = 0,208 cm 0,104 cm l = 0,208 cm 
» p p p 
0,017 0,800 | 21,62 0,411 0,017 0,211 
4,74. 0,888 16,82 0,504 11,06 0,387 
3,89 0,441 18,04 0,636 8,55 0,554 
2,96 0,506 10,06 0,812 6,61 0,744 
2,27 0574 7,76 1,08 5,02 1,015 
1,71 0,624 5,99 1,27 8,89 1,81 
1,30 0,652 4,60 1,44 2,99 1,56 
0,992 0,647 3,49 1,53 2,28 1,70 
0,763 0,616 2,69 1,49 1,70 1,66 
0,575 0,586 2,02 1,86 1,82 1,48 
0,392 0,500 | 1,21 0,968 0,827 1,05 
0,228 0,424 | 0,440 0,523 0,450 0,575 
0,136 0,876 | 0,100 0,866 0,231 0,874 
0,016 0,3068 | 0,011 0,828 0,068 0,257 
| | 0,010 0,211 
iy = 0,297 dg = 0,825 iy = 0,205 
im= 0,355 im= 0,653 im= 1,58 im= 1,72 
Pm= ~0,63mm Pm= 123mm | 2m= 3,40mm Pm= 2,13mm 
Hg Hg | Hg Hg 
v = 203,5 Volt v = 244,5 Volt v =279,9Volt | v= 320,5 Volt 
1 = 0,208 cm ! = 0,208 cm | 1 = 0,208 cm | != 0,208 cm 
16,95 0,226 21,78 0,170 | 0,005 0,024 0,009 0,010 
10,12 0,507 18,02 0,452 | 16,77 0,133 11,00 0,359 
6,02 1,18 1,76 1,18 10,00 0,481 | 8,48 0,681 
1,58 - 5,99 1,80 7,71 0,754 6,52. 1,01 
3,58 1,90 4,60 2,43 5,98 1,15 5,00 1,84 
14 2,05 8,51 2,84 4,58 1,48 8,82 1,40 
1,99 2,71 2,92 3,50 1,62 2,97 1,28 
1,68 2,01 2,42 2,69 142 | 2,25 0,884 
0,97 1,55 1,88 2,01 1,07 1,68 0,554 
0,361 0,327 0,919 0,887 1,53 0,72 
0,092 0,171 0,460 0,324 0,268 0,057 “fen 
0,009 0,138 0,155 0,149 iti 
0,012 0,095 2 
ly = 0,136 %, = 0,090 t) = ca. 0,023 % = ca. 0,010 
lin = 2,07 im = 2,97 im= 1,62 im= 1,42 
Pm= 3,05mm Pm= 3,55 mm Pm= 410mm 
H H 
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b) Zusammenstellung der Ergebnisse in Kohlensäure. |. 


Tabelle 11. 


| la ® 

41,1 | 0,208 | 0,800 | 0,855 | 1,188 | 28,2. | ~0,63 

82,3 | 0,208. | 0,297 | 0,653° 2,21 | 26,1, | 423 

123,1 | 0,208 | 0,840 | 1,64 | 4,82 | 23,85 | 1,71 

162,5 | 0,208 | 0,205 | 1,72 | 8,39 | 24,0 2,13 

203,5 | 0,208 | 0,186 | 207 | 15,2 | 24,2 2,57 

244,5 | 0,208 | 0,090 | 2,97 °| 33 23,8 3,05 

279,9 | 0,208 | 0,023 | 1,62 | 70,5 22,2 3,55 

320,5 | 0,208 | 0,010 | 1,42 | 142 | 221 | 4,10 

120,7 | 0,052 | 0,330 | 1,58 | 4,64 | 2435.) 6,90 

120,7 | 0,104 | 0,325 | 1,58 4,70 | 232 | 3,40 

120,7 | 0,208 | 0,825 | 1,51 | 4,64 | 23,85 | 1,72 


39? c) Ergebnisse der Tabellen 10 und 11. 


1. Die mittlere Ionisierungsspannung V beträgt in Kohlen- 
säure nach den Messungen von 121—244 Volt 23,5 Volt. 
Townsend gibt hierfür 23,3 Volt. Die Konstanz des Wertes 
bleibt in Kohlensäure auch für höhere Potentialdifferenzen als 
120 Volt erhalten, woraus man folgern kann, daß die Mit- 
wirkung der positiven Ionen bei der Stoßionisation in Kohlen- 
säure weit später als in anderen Gasen einsetzt. Townsend 
hat dieselbe Beobachtung gemacht. Für die Potentialdifferenzen 
von 41 und 83 Volt ergibt sich ein höherer Wert für 7, d.ıı. 
der Maximalstrom erreicht nicht die Höhe, den er für eine 
mittlere Ionisierungsspannung von 23,5 Volt annehmen müßte. 
Eine Erklärung für diese Erscheinung -kann ich vorläufig 
nicht geben. 

2. Eine weitere Eigentümlichkeit, deren Ursache gleich- 
falls nicht ohne weiteres ersichtlich ist, bietet die Stoletow- 
sche Konstante VV. Sie. steigt mit wachsender Potential- 
differenz, um sich einem konstanten Grenzwerte, ungefähr dem 
Werte 380, zu nähern. Diese Zahl wurde für Kohlensäure 
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als Wert von NY angenommen. Daß dieses Anwachsen der 
Konstanten unabhängig vom Druck und Abstand ist, sondern 
allein von der Potentialdifferenz abhängt, zeigen die vier 
Messungen mit 120 Volt, die sämtlich angenähert den Wert 
340 geben. 

3. Die Anzahl der Zusammenstöße eines Ions beim Pas- 
sieren eines Zentimeters Kohlensäure beim Drucke 1mm Hg 
ist 16,2, die daraus sich ergebende mittlere freie Weglänge 
0,0618 cm.?) 

In folgender Tabelle 12 sind wieder die beobachteten und 
berechneten Werte des lichtelektrischen Stromes nebeneinander- 
gestellt. Zugefügt ist unter der Bezeichnung *” eine Berech- 
nung des lichtelektrischen Stromes auf Grund der Formel: 

e 
Der darin befindliche Wert von & wurde im Gegensatz 
zur Berechnung von®:’ nicht aus der theoretischen Formel: 
NVp 
p 


entnommen, sondern aus dem von Townsend?) experimentell 
bestimmten Zahlenmaterial. 

In Fig. 6 sind die beobachteten und berechneten Werte 
sämtlich dargestellt. 

Man ersieht aus der Tabelle 12 und der zugehörigen Figur, 
daß zwischen den berechneten Werten 7’ und den beobachteten 
Werten i bei hohen Drucken außerordentlich starke Ab- 
weichungen vorliegen, daß also in diesem Gebiete die Anzahl 
der Zusammenstöße & nicht durch die theoretische Formel: 


darstellbar ist. Man ist also hier auf die direkte Bestimmung 
von «& angewiossen, wie sie Townsend durchgeführt hat. Die 
auf Grund des Townsendschen Zahlenmaterials berechneten 


Ströme :” zeigen für höhere Drucke als der Maximaldruck 
eine sehr gute Übereinstimmung, für geringere Drucke dagegen 


1) Eine Vergleichung mit der mittleren freien Weglänge eines 
Kohlensäuremoleküls findet sich auf p. 191. 
2) Townsend, l.ce. p. 19, 20, 25. 
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ziemliche Abweichungen nach oben, so daß man schließ 
muß, daß für große Werte von X/p das Townsendsche Zahle 


2,00 


XIN 


0,50 
Pi 
3 
Druck in mm Hg 


4 Fig. 6. 

Kohlensäure: = 120,7 Volt, = 0,208 cm 
» ORS = 0,325 
@ beobachtet 


x nach Townsend berechnet 

et (1 ?) 

BST + nach Formel 4, e v/ berechnet.') 


material zu hohe Werte von «/p gibt. Da nun Townsend 

die Konstanten N und 7 seiner theoretischen Formel so wählt, 

daß sich für große Werte von X/p Übereinstimmung zwischen 

beobachteten und berechneten Werten von &/p zeigt, so erklärt 

es sich leicht, daß die von Townsend gegebenen Zahlen für 

1) Die Werte von « sind den Beobachtungen von Townsend ent- 

_ nommen, vgl. p. 182. 


; 
g 
e 
4 
1,50 
| 
| 
9 10 


N größer als die hier gefundenen ausfallen, so z. B. in Kohlen- 
säure N = 20,0 bzw. 16,2, in Luft N = 14,6 bzw. 12,6. “— 


Tabelle 12. 
1 = 0,208 cm v = 120,7 Volt %= 0,325 Pm= 1,72 mm Hg 


p i i er 


| 
16,82 0,310 _ _ _ 
10,06 0,424 0,338 0,341 0,464 
599 0,694 0,449 0,484 0,705 
3,52 1,10 0,875 1,01 1,14 
212 1,32 1,18 1,39 1,335 
2,02 1,49 1,39 1,99 1,49 
1,56 1,50 1,53 2,22 1,56 
ing 1,41 1,42 2,08 1,47 
0,902 1,24 1,255 1,74 1,39 
0,452 0,743 0,807 1,005 0,945 
0,188 0,464 0,504 0,561 -) 
9,080 0,886 0,400 0,419 da 
0,019 0,341 > 
5. Messungen in Sauerstoff. 
a) der Ergebnisse in Sauerstoff. 
Tabelle 13. 
1 on _ = 
u: | 28 | ar = | E 2 = er 
iy in || | v | Pm NV 
40,5 | 0,208 | 1,58 | 198 | 12258 | 25,0 | ~10 | ~195 
82,1 | 0,208 | 0,865 | 2,06 2,38 24,4 | ~1,60 | ~247 
121,7 | 0,208 | 0,91 4,16 | 4,57 | 24,2 2,18 268 
159,4 | 0,208 | 0,239 | 1,825 | 7,64 | 24,4 2,90 264 
157,5 | 0,208 | 0,440 | 3,50 | 7,95 | 23,7 2,75 275,5 
200,0 | 0,208 | 0,162 | 243 | 15,0 | 23,9 | 3,65 | 268 
241,6 | 0,208 | 0,090 | 262 | 29,1 | 238 | 4,25 | 273 
121,5 | 0,104 | 062 | 2,90 | 468 | 234 | 4,30 272 
121,5 | 0,208 | 0,65 8,07 | 4,73 | 23,3 | 2,20 | 266 
121,6 | 0,416 | 0,91 4,14 | 4,55 | 242 | 111 | 268 


1) Für diese hohen Werte von X/p liegen keine Bestimmungen 
von « dureh Townsend \ vor. 


E 
rue 
WER 
$ 
| 
J 
IN 
a 
FR 
| 


85 


1 


Gasen. 


'heorie des lichtelektrischen Stromes in 


1 


Zur 


wu ="d 


rs 

160 = % 
901 
ers 1880 
66's 
rip 
6FT 
93's 
cog 89% 
161 P'S 
srt 
StI 16'S 
F10%0 
a d 
91F'0 =7 


0A9 


3H | 3A 
umoz'z ="d| wwog‘p =“d ="d =“ | 
Lo‘s =") 06's =" 29, = =" 90° ser =" 
= % 29'0 = % 060%0 = = = % = % 
| ¢06'0 
190 1200 | 8720 2300 | 901 F81°0 
ert z17°0 | | 611‘0 | THEO | 
| 0820 | o1s‘o | 162.0 0980 | orL‘o | | $20 
co's get | | ost it's | Li's | 
66‘ | o's | e's | 88's 88's | set zsc‘o 
| on | #91 189 | #89 Tat | 
on’, | 008 Lite | 8000 ont. | 0890. t2‘ot| tot sey 
| | Fer 0080 96'02| 189°0 OL‘OT| 16'LT| 062‘0 00% 
| | 1600 8100 | 9080 FELT | Fz0°O | -LaT 
| 3 d 2 d 2 d 2 d d 
wg030=7| wag080=7| m8080=7 | =7 
| = @ HOA = @ | HOA = 0A. 0'008 = | HOA FEST = | HOA = a | = 


‘FT BL 


‘JJOSIONVG ur uayıoasdunssam oujezurq (q 


| 
3 
ol 
q — 
od 
= 
| 2 
Sind 
its 
Pat 
| 


e) Ergebnisse der Tabellen 13 und 14. = 

1. Die mittlere Ionisierungsspannung V in Sauerstoff weist 

einen ziemlich konstanten Wert für die verschiedenen Potential. 

differenzen auf. — Als Mittelwert wurde V = 23,9 Volt an- 
genommen. 

2. Die Stoletowsche Konstante beträgt für Sauerstoff 268, 


1 2 3 4 c 
Druck in mm Hg 


— 


“248 Fig. 7. 

Sauerstoff: = 121,7 Volt, = 

beobachtet 
Fit - berechnet. 


3. Die Anzahl N der Zusammenstöße eines Ions beim 
Passieren eines Zentimeters Sauerstoff beim Drucke 1 mm Hg 
ist 11,2. Daraus ergibt sich die mittlere freie Weglänge eines 
Ions zu 0,0893 cm.!) 


1) Eine Vergleichung mit der mittleren freien Weglänge eines 


ne 
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sib ai abies rey. 
p é i” ul ext) 
sabisd 
0,014 0,916 ~ 
12,10 1,09 1,01 10200 
99 1,89 1,17 in 
1,84 1,51 1,11 ib 
Toren W gg 2,41 2,16 ete 
3,83 3,68 5,18 
2,46 4,12 | 4,06 | 5,86 
1,80 4,07 | 3,99 | 5,74 
1,87 8,67 |: 858 | 4,98 
1,08 8,08 4,06 
; 0,420 1,63 1,74 | 208 
ee 1,015 | 1,11 | 1,16 
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In folgender Tabelle sind wieder beobachtete und berech- 
nete Werte nebeneinander gestellt. Die graphische Darstellung 
findet sich in Fig. 7. 


4% = 0,91 tm = 4,16 pm = 2,18 mm Hg 


_ Wie man aus der Tabelle ersieht, zeigt sich in Sauer- 
stoff ebenfalls die schon in Kohlensäure bemerkte starke Ab- 
weichung der berechneten Werte :’” von den beobachteten i 
für hohe Drucke. Leider liegt bis jetzt noch keine direkte 
Bestimmung der Zusammenstöße a in Sauerstoff vor, so daß 
eine Berechnung des lichtelektrischen Stromes, wie sie in 
Kohlensäure unter der Bezeichnung :’”” erfolgte, hier unter- 
bleiben muß. Man kann also nur schließen, daß die Anzahl 
der Zusammenstöße für geringe Werte von X/p in Sauerstoff 
nicht durch die einfache Formel: FREE 

N a 

P 
H 


mov 

6. Messungen in Gasgemischen. 38, sib abrow 
Es kamen Messungen des lichtelektrischen Stromes fir eine 
Potentialdifferenz v ~ 120 Volt und den Abstand / = 0,208 cm 


bestimmbar ist. 
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in Stickstoff-Wasserstoff und Wasserstoff-Kohlensäuregemischen 
zur Ausführung. Der Prozentgehalt des Gemisches wurde 
folgendermaßen bestimmt: 

Eine gewisse Menge des einen Gases wurde in die leer- 
gepumpte Anordnung eingelassen. Dann las man den herr- 
schenden Druck am Mc Leod ab. Hierauf ließ man das andere 
Gas hinzutreten und ermittelte wieder den Druck. Aus den 
cr, beiden Ablesungen konnte der Prozentgehalt des Gasgemisches 
berechnet werden. 

sa Vor jeder Messung verstrich eine geraume Zeit, so daß’ 
sich die beiden Gase untereinander ausgleichen konnten. In 
folgender Tabelle sind die Messungen in Stiokstagt- W snsersto. 


188 


= 123,8 Volt. = 0,208 em. 
73,9%, Hy 50,1 H, 27,3%, H 
26,1%, N, 49,9°%/, N, 12,7% N, 
N p i p i p | t 
ae 14,80 - 1,87 13,00 | 4,20 11,10 | 1,88 
Be 11,46 2,46 10,00 | 2,08. | 8,52 2,26 
ig ne 8,77 3,37 7,69 2,70 6,60 3,00 
4,59 5,93 8,70 5,00 4,01 
5,18 5,98 4,52 4,90 8,82 | 5,84 
7,04 3,43 615. |, 2,92 | 6,62 
3,04 7,43 2,67 | 6, 2,26 7,56 
2,84 720 | 1,98 | 17,16 168 | 7,60 
; 1,78 6,30 | 151 6,53 1,29 6,94 
Ni Dis 530 | 116 | 5,59 0,785 | 5,10 
0,776 3,65 0,887 | 4,61 0,426 | 8,86 
0,424 2,68 0,461 8,00 0,177 | 2,48 
0,155 2,15 0,198 | 223 | 0,015 1,95 
0,012 1,93 0,014 183 | 
Pm = 3,05 mm Hg Pm = 2,20 mm Hg Pm = 1,93 mm Hg 


Ahnliche Messungsreihen erhielt man in den Gemischen 
von Kohlensäure und Wasserstoff. Aus diesen Beobachtungen 
wurde die Stoletowsche Konstante ermittelt und in der fol- 
genden Tabelle 17 und in Fig. 8 in ihrer Abhängigkeit vom 
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Fig. 8. 
> Wasserstoff— Stickstoffgemisch, 
x Wasserstoff — Kohlensäuregemisch. 
3 Tabelle 17. 
H, N, r 2 + 
3 Prozent Prozent 
3 100 0 153 
73,9 26,1 194,5 
50,1 49,9 269 ob 
0 100 346 ost 
H, co, 
NV 
Prozent Prozent 
—— 
0 
0 100 340 


Es zeigt sich kein linearer Zusammenhang der Stoletow- 
schen Konstanten mit dem Prozentgehalt. Eine Kurve mit 
einem Wendepunkte gibt die Abhängigkeit wieder. Vorläufig — 
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wurde davon abgesehen, eine Theorie des lichtelektrischen 
Stromes in Gasgemischen aufzustellen. Einmal sind die Vor- 
gänge in den reinen Gasen schon ziemlich verwickelter Art, 
zum anderen läßt sich die Beziehung zwischen mittlerer freier 
Weglänge der Moleküle und dem Prozentgehalte eines Gas- 
gemisches nicht- einfach darstellen, und ähnlich werden auch 
die Verhältnisse für die mittleren freien Weglängen der Ionen 


liegen. 
§ 5. Zusammenfassung der Ergebnisse. sit d 


1. Der lichtelektrische Strom in Gasen wird, solange nur 
die negativen Ionen durch Stoß or durch die Formel 
wielerge 

Hierin bedeutet 7, den im Vakuum, 
«& die Anzahl der durch Zusammenstöße eines negativen Ions 
beim Passieren einer Gasstrecke von einem Zentimeter erzeugten 
Ionen, 7 die mittlere Ionisierungsspannung des betrefienden 
Gases, v die angelegte Potentialdifferenz in Volt und 7 den 
Abstand der parallelen Kondensatorplatten in Zentimetern. 

2. Im allgemeinen gilt die von Townsend aufgestellte 


Beziehung: 
a x 
die fiir jedes einzelne Gas experimentell zu bestimmen ist. 


In Wasserstoff, Stickstoff und Luft läßt sich diese Funk- 
tion mit großer Annäherung durch folgende Townsendsche 


Formel darstellen: 
_NVp 


Hierin bezeichnet N die Anzahl der Zusammenstöße eines 
Ions beim Passieren einer Gasstrecke von einem Zentimeter 
beim Drucke 1mm Hg. Der lichtelektrische Strom wird für 
diese Gase unter den p. 172 angeführten Einschränkungen durch 
folgende Beziehung wiedergegeben: 
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In Sauerstoff und Kohlensäure treten bei hohen Drucken 


starke Abweichungen von dieser Formel auf. In diesen Gasen 
ist man, da die Beziehung 


‚alla. 
modey 
=Ne * 
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versagt, auf eine direkte Bestimmung von @ angewiesen. 

Zieht man das von Townsend!) gegebene Zahlenmaterial 
hinzu, so scheint es, als ob besonders bei den elektronegativen 
Gasen wie Sauerstoff, Kohlensäure, Chlorwasserstoff und Wasser- 
dampf sich die Unzulänglichkeit der zuletzt angeführten Formel 
erweist. 

3. Die Bestimmung der Konstanten NY, V und N ergab 
die in folgender Tabelle enthaltenen Werte. Zugleich ist 1/N, 
die mittlere freie Weglänge eines Ions beim Drucke von 1 mm 
Hg, mit der mittleren freien Weglänge Z eines Gasmoleküls 
unter denselben Verhältnissen?) verglichen,. 


Tabelle 18. m 
| 
wv |v N PA pent) I 
a 340 | 27,1 12,6 | 0,0794 | 0,00745 | 10,65] 1,92 
Stickstoff 346 27,9 12,4 0,0807 | 0,00734 | 11,00 1,94 
Wasserstoff | 153 | 27,8 5,5 | 0,182 | 0,01875 |13,22| 2,34 
Kohlensäure | 380 | 23,5 16,2 | 0,0618 | 0,00512 | 12,07} 2,18 
Sauerstoff 268 | 23,9 11,2 | 0,0898 | 0,00794 | 11,25) 1,99 


1) Townsend, l. e. p. 24—87. 
2) Die benutzten freien Weglingen sind der kinetischen Theorie 
der Gase von O. E. Meyer entnommen und mit Hilfe der Sutherland- 
schen Formel auf 20°C umgerechnet, da bei dieser Temperatur die 
Messungen zur Ausführung gelangten. 
3) Die mittlere freie Weglänge verschwindend kleiner, schnell be- 
wegter Körper ist 4/2 mal so groß als die der Gasmoleküle (vgl. J. C. 
Maxwell, Phil. Mag. [4] 19. p. 29. 860.2 
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Die hier gefundenen Werte von NV weichen von den 
eingangs!) gegebenen Townsendschen Zahlen in einzelnen 
Fällen beträchtlich ab. Eine Erklärung hierfür ist p. 183 ge- 
geben worden. Geringer sind die Unterschiede bei der mittleren 
Ionisierungsspannung. 

Aus den Werten von N / folgt, daß bei gegebener Potential- 
differenz und gleichbleibendem Abstande das Maximum des 
lichtelektrischen Stromes zuerst in Wasserstoff, dann in Sauer- 
stoff, Luft, Stickstoff und zuletzt in Kohlensäure erreicht wird, 
wenn man von höheren zu niederen Drucken übergeht. 

Luft, Wasserstoff, Stickstoff weisen fast die gleiche mittlere 
Ionisierungsspannung auf. Für die elektronegativen Gase 
Sauerstoff und Kohlensäure reicht eine geringere Energie, die 
für beide innerhalb der Versuchsfehler denselben Wert hat, 
zur Stoßionisation aus. Für eine gegebene Potentialdifferenz 
nimmt also in den zuletzt genannten Gasen der lichtelektrische 
Strom höhere Maximalwerte an als in Luft, Wasserstoff und 
Stickstoff. Zieht man zu den hier bestimmten Ionisierungs- 
spannungen noch die von Townsend gefundenen Werte für 
Wasserdampf 7 = 22,4 und Chlorwasserstoff 7 = 16,5 hinzu, 
so kann man schließen, daß die mittlere Ionisierungsspannung 
um so kleiner ist, je elektronegativer ein Gas sich verhält. 
Dem steht vorläufig noch entgegen, daß Townsend für die 
stark elektropositiven Gase Argon und Helium geringe Werte 
von FV erhalten hat, doch könnte dies in der Einatomigkeit 
ihrer Molekeln begründet liegen. Bemerkenswert ist auch, 
daß Sauerstoff, Kohlensäure und Wasserdampf?) innerhalb der 
Meßgenauigkeit das gleiche 7 besitzen. Es ist möglich, daß 
die Ionisierungsspannung einer Verbindung durch die Ioni- 
sierungsspannung des am leichtesten ionisierbaren Elementes 
bestimmt ist, da beim Ionenstoß sicher Dissoziation eintritt. 

Ferner zeigt sich nach obiger Tabelle ein Zusammenhang 
zwischen der Anzahl N der Zusammenstöße eines Ions und 
der freien Weglänge einer Gasmolekel. Die freie Weglänge 
eines Ions ist rund 1lmal so groß als die freie Weglänge 
einer Molekel, oder rund 2mal so groß als die eines ver- 


1) p. 158. OY tai 
2) Nach Townsend 
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schwindend kleinen, schnell bewegten Körpers. Dies a: 
auch von Herrn Lenard!) bei Bestimmung der kleinsten 
Ionisierungsspannung gefunden. Kennt man also die mittlere 
Ionisierungsspannung eines Gases, so kann man aus ihr und 
der mittleren freien Weglänge des Gases die Stoletowsche 
Konstante einfach berechnen. 

4. Bei Annäherung an das Minimumpotential der Ent- 
ladung tritt ein stärkeres Anwachsen des lichtelektrischen — 
Stromes durch Mitwirkung der positiven Ionen ein. Der 
Maximaldruck p, des lichtelektrischen Stromes wird in Rich- — 
tung des „kritischen“ Druckes der Glimmentladung verschoben. 


für die freundliche Anregung zu dieser Arbeit, sowie für oft 
gewährte Unterstützung bestens zu danken. Herrn Prof. Dr. 
Heydweiller bin ich für die gütige Übernahme des Referates 
zu Danke verpflichtet. 


Dresden, Phys. Inst. d. Tech. Hochschule, im Februar 1912. 


}) P. Lenard, Ann, d. Phys. 8. p. 190. 1902. 
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7. Uber die Abbilduny 
eines Gitters außerhalb der Einstellebene; 


von Mieczyslaw Wolfke. 


Die Betgungséricheinnagen, die ein Gitter in verschiedenen 
* Ebenen ohne ein optisches System hervorruft, wurden schon 
"früher auf elegante Weise streng berechnet.!) Auch die Ab- 
bildung eines Gitters außerhalb der Einstellebene wurde auf 
indirektem?) und später auf direktem®) Wege behandelt. In 
dieser Abhandlung werden wir dieses Thema auf Grund der 
von mir‘) gefundenen allgemeinen Abbildungsgleichungen näher 
untersuchen, und zwar vor allem, um dadurch die Richtigkeit 
dieser Gleichungen zu prüfen. Dabei werden wir uns vor- 
läufig auf ein undurchlässiges Gitter und auf symmetrische 
Aperturdiaphragma beschränken. Gleichzeitig werden wir zur 
Beleuchtung des Gitters paralleles Licht anwenden, da gerade 
bei dieser Beleuchtung am deutlichsten die Unterschiede 
zwischen der Abbeschen Theorie und der unserigen hervor- 
treten, und das Experiment in diesem Falle zwischen den 
beiden leicht unterscheiden kann. 

Die Intensitätsverteilung im Zwischenbilde ist bei paralleler 
Beleuchtung mit derjenigen des Abbeschen primären Bildes 
identisch.’)* Bekanntlich verteilt sich die Lichtenergie in diesem 
Falle hauptsächlich auf mehrere schmale gleich weit von- 
einander entfernte Hauptmaxima.®) 

Die Intensitätsverteilung J im Abdbilde wird bei paralleler 
Beleuchtung durch folgenden Ausdruck gegeben’): 


1) Cl. Schaefer u. F. Reiche, Ann. d. Phys. 35. p. 817—859. 1911. 
2) A. Winkelmann, Ann. d. Phys. 27. p. 905. 1908. Loge % 
3) H. Weisel, Ann. d. Phys. 33. p. 995. 1910. ver; 
4) M. Wolfke, Ann. d. Phys. 39. p. 569—610. 1912. 

5) M. Wolfke, Ann. d. Phys. 39. vgl. $ 6. p. 587—593. 1912. 

6) M. Wolfke, Ann. d. Phys. 34. vgl. Fig. 5. p. 286. 1911. 

7) M. Wolfke, Ann. d. Phys. 39. vgl. Formel (IVa). p. 589. 1912. 
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E(@—X\) 


& 
(7+ 4 |} 
+ const. { | | dXdY¥ nf] dé dn 


j Objekt Apertur sih tin 
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wobei X Y die Koordinaten der Objektebene, zy die Koordi- 
naten der Einstellebene, £1 die angulären Koordinaten des 
Zwischenbildes sind, und g(XY) den Durchlässigkeitskoeffi- 
zienten des Objektes, «u (X Y) die Phasenverzögerung der Wellen, 
von der Wellenlänge A, beim Durchgang durch die Objekt- 
schicht, z die Entfernung der Objektebene von der Einstell- 
ebene und const. eine Konstante bedeuten. Wir nehmen an, 
daß unser Gitter symmetrisch zu der optischen Hauptachse 
liegt, alsdann gibt eine einfache Rechnung für den Intensitäts- 
ausdruck J folgende Form: 


wobei 2a die Spaltbreite, + « die Aperturgrenzen, N die 
Spaltzahl bedeuten und die Variabel » ist gleich: ac Aha 
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Dabei gibt der obige Ausdruck den Intensitätsverlauf nur wi 
längs der z-Achse wieder. ha 

Im alle, wo nur das Zentralbild zur Wirkung gelangt, 
werden die Integrationsgrenzen in dem obigen Ausdrucke sein 
gleich +(2za/Ny). Wir nehmen die Spaltzahl N als sehr 
groß an, so daß das Integrationsintervall 22a/Ny als sehr 
klein im Verhältnis zu a betrachtet sein darf. Alsdann dürfen 
wir die Faktoren 


2 
4x @? und 


in dem Integrationsintervall als konstant betrachten, und dem- 
entsprechend wird der Intensitätsausdruck sein gleich: 


22 

in @ are x 
I = const. do: "COS 
sin ( 


Dieser Ausdruck stellt eine helle, strukturlose Fläche ar 
deren Breite ungefähr der Gitterbreite Ny gleich ist und 
deren Helligkeit von der Mitte nach den Rändern zu dauernd 
abnimmt.*) In diesem Falle ist der Intensitätsausdruck J von 
der Variabel z unabhängig, so daß das Abbild mit der Ver- 
schiebung des Gitters längs der optischen Hauptachse unver- 
ändert bleibt. 

Falls die beiden i” Hauptmarima des Zwischenbildes allein 
zur Wirkung gelangen, werden die Integrationsgrenzen durch 
folgende Ausdrücke gegeben: 

und 
Bei großer Spaltzahl N dürfen wir auch hier die Faktoren 


cos und sin 
Ana? Aru? 


in dem Integrationsintervall als konstant betrachten, wodurch 


1) M. Wolfke, ‚Ann. d. Phys. 34. vgl. $ 4. p. 287—289. 1911. 
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für die Intensitätsverteilung / folgenden Ausdruck er- 
halten: 


22a x 
(Ni+ 1) 
A 7 2 
sin @ co 
< I = const. 
2a 
(vi-1) 
Wir transformieren diesen Ausdruck in bekannter Weise und 
erhalten '): “als 


wo C, eine entsprechende Konstante bedeutet. Auf diese Weise 
wird das Abbild in diesem Falle ein Streifensystem darsteilen 
mit 2i-Streifen in jedem y-Intervall. Der Intensitätsausdruck / 
ist auch in diesem Falle von der Variabel z unabhängig, so 
daß auch hier das Abbild durch die Verschiebung des Gitters 
längs der optischen Hauptachse nicht beeinflußt wird. 

In den beiden vorigen Fällen ergab sich, daß das Ab- 
bild durch die Verschiebung des Gitters längs der optischen 
Hauptachse nicht beeinflußt wird, im allgemeinen Falle jedoch 
wird das Abbild durch die Verschiebung des Gitters stark 
verändert. Um dies zu beweisen, nehmen wir an, daß mehrere 
Hauptmazima des Zwischenbildes zur Wirkung gelangen, z.B. 
die beiden jt®, 4%, /ten usw. Die Integrationsintervalle über 
die einzelnen Maxima sind so klein, daß wir in denselben die 
Faktoren 


cos ; und sin 


wis oben, als konstant betrachten diirfen. Alsdann wird der 
Intensitätsausdruck J sein gleich: : 


ra 
const. [Sz + [,-[,-cos P)x 


be | 
= | 
1 
n 
hr = 
ar 
. 
| 
| 
> 
~ 
| 
1) M. Wolfke, Ann. d. Phys. 34. vgl. $ 6. p. 290—294. 1911. 


Wolf ke. 
wobei die Faktoren J, bedeuten 


2na ‘ 
“Ny (Wi+l) - 
sin @ 2a co 
Bach | da.——. “908: - 


Kan, 


dem Intensitätsausdruck schon wir, daB sich im 
ee allgemeinen das Abbild mit der Verschiebung des Gitters längs 
nie der optischen Hauptachse ändert, da die Glieder der zweiten 
— die Variabel z ueibalten Dabei sehen wir, daß in 
je zweien, zu der Einstellebene symmetrisch liegenden Ebenen 
vs das Gitter in gleicher Weise abgebildet wird, da die Glieder 
_ der zweiten Summe durch den Zeichenwechsel der Variabel z 
nicht beeinflußt werden. Im Falle, wo das Gitter sich in der 
 Einstellebene befindet, ist z= 0 und J nimmt folgende Form an: 


I = const. (>) J? + 2S) = const. (I; 


_ Wir wollen jetzt den Fall betrachten, wo der Abstand des 
_ Gitters von der Einstellebene ist gleich: 


wo n eine ganze Zahl bedeutet. Falls n eine gerade Zahl ist, 


so wird der Intensitätsausdruck J sein gleich: _ ER 
I = const. (S 1°; 


also demjenigen Abbilde gleich, welches dann entsteht, wenn 
das Gitter sich in der Finsiellebene befindet. Im Falle, won 
eine ungerade Zahl ist, dann wird der Cosinus _ oD 

cos n (k? — 1%) 
nur in diesen Gliedern gleich +1 sein, wo die Differenz k?—/? 
eine gerade Zahl ist, wo aber A? — /* ungerade ist, wird der 
_ Cosinus gleich —1 sein, dies kommt in diesen Gliedern vor, 
; wo eins von den Indizes k und / gerade ist, und das andere 
> ungerade. Die Faktoren /, lassen sich in folgender Form 
ausdrücken '): 
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Wir verschieben das Abbild längs der z-Achse um den 
Betrag y/2, alsdann sehen wir, daß der absolute Wert der 
Faktoren J, unverändert bleibt und nur die Faktoren mit 
einem ungeraden Index das Vorzeichen ändern. Daraus ergibt 
sich, daß diejenigen Glieder, in denen nur ein einziger un- 
gerader Index vorkommt, bei Verschiebung des Abbildes ihr 
Vorzeichen ändern; dies sind jedoch diejenigen Glieder, deren 
Vorzeichen durch die Wahl eines ungeraden n geändert worden 
ist, ihr Vorzeichen ist somit durch die Verschiebung des Ab- 
bildes wieder hergestellt. Der Intensitätsausdruck wird also 
nach der Verschiebung des Abbildes sein gleich: 


I = const. (= 


Wir ersehen daraus, daß in diesem Falle das, Abbild 
demjenigen gleich ist, welches entsteht, falls sich das Gitter 
in der Einstellebene befindet, jedoch erscheint jetzt das Abbild 
im Verhältnis zu der früheren Lage um den Betrag 7/2 längs 
der x-Achse verschoben. 


Alle in dieser Arbeit gefundenen Resultate wurden experi- 
mentell geprüft. Dazu wurde dieselbe Methode und derselbe 
Aufbau, wie in der früheren Abhandlung!) beschrieben ist, 
benutzt. 

Gelangt nur das Zentralbild zur Wirkung, und befindet 
sich das Gitter in der Einstellebene, so erscheint, wie bereits 
bekannt, eine gleichmäßig helle strukturlose Fläche von der 
Breite des Gitters. Bei paralleler Beleuchtung wird dieses 
Abbild durch die Verschiebung des Gitters, längs der optischen 
Hauptachse, der Theorie entsprechend nicht beeinflußt. 

Falls nur die beiden i'“ Hauptmazima des Zwischenbildes 
zur Wirkung gelangen und das Gitter sich in der Einstell- 
ebene befindet, so erscheint bekanntlich ein Streifensystem mit 
2:-Streifen in jedem y-Intervall. Dieses Streifensystem müßte 
der Theorie nach bei paralleler Beleuchtung durch die Ver- 
schiebung des Gitters längs der optischen Hauptachse un- 
beeinflußt bleiben. In der Tat, abgesehen von den Neben- 
erscheinungen an den Rändern des Gitters, wird durch die 


1) M. Wolfke, Ann. d. Phys. 39. vgl. $ 9. p. 607. 912. 
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Abbildung eines Gitters usw. 


Wolfe. 
Verschiebung desselben die mittlere Zone des Streifensystems 
“ u verändert. Aus diesem Beispiel ersehen wir, daß manch- 

mal auch zwei Maxima des Zwischenbildes ein Abbild hervor- 

rufen können, welches durch die Verschiebung des Objektes 
nicht beeinflußt wird. 

Im allgemeinen Falle, wenn mehrere Hauptmazima zur 
Wirkung gelangen, bestätigt das Experiment vollständig unsere 
Theorie. Es zeigt sich nämlich, daß auch bei paralleler Be- 
leuchtung das Abbild durch die Verschiebung des Gitters stark 
beeinflußt wird, was die Abbesche Theorie nicht voraussieht. 
Bei Verschiebung des Gitters aus der Einstellebene kehrt das 
urspriingliche Bild wieder, und zwar in denjenigen Lagen des 
Gitters, wo die Entfernung zwischen ihm und der Einstell- 
ebene ist gleich n-y?/4.1) Je größer die Entfernung des 
Gitters von der Einstellebene, desto verschwommener erscheint 
das Abbild, man kann jedoch noch bis zu einer Entfernung 
von 4.y?/A die Streifen deutlich erkennen. 


Die Anregung zur Bearbeitung des Abbildes eines Gitters 
außerhalb der Einstellebene nach Abbe gab mir Hr. Geheim- 
rat O. Lummer, wofür mir gestattet sei, ihm an dieser Stelle 
zu danken. 

Jedoch versagten dabei die Abbildungsgleichungen der 
Abbeschen Theorie, so daß ich vor allem gezwungen war, 
dieselben von neuem herzuleiten. 


Breslau, Oktober 1912. 


io 
é 1) Vgl. A. Winkelmann, l.c. u. H. Weisel, l.¢ a wg: 

4 , Leu. bhdd 
(Eingegangen 2. November 1912.) Sao 
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